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INTRODUCCIÓN 


“Que todo nuestro conocimiento empieza con la experiencia, es efectivamente cosa sobre la cual no hay duda 


. . . pero aunque nuestro conocimiento empieza con la experiencia, no nace todo él de la experiencia.” 


Enmanuel Kant. 


Este texto ha sido elaborado teniendo en cuenta la presentación de elementos nuevos para 
los estudiantes, con un primer acercamiento a la abstracción y formalización de conceptos 
matemáticos. 


Se desarrollan los contenidos básicos del curso de Álgebra Lineal, distribuidos en seis 
unidades modulares que se encuentran completamente interrelacionadas, de las cuales, 
las Matrices y los Vectores son los núcleos conceptuales. 


El texto contiene suficientes ejemplos resueltos en forma detallada, haciendo énfasis 
especialmente en las interpretaciones geométricas, para su posterior aplicación en 
temas específicos de la ingeniería, como la mecánica de fluidos o la investigación de 
operaciones. 


La utilización de los conceptos del álgebra lineal en las ciencias aplicadas es frecuente. 
Muchos problemas reales de la física, la economía y la ingeniería pueden ser modelados, 
con bastante precisión para su análisis y solución, mediante sistemas de ecuaciones 
lineales o mediante sistemas de fuerzas. Por otra parte, el manejo simultáneo de mucha 
información correlacionada, se puede realizar con mayor eficiencia cuando la presentación 
se hace en forma matricial. 


Por las razones expuestas, espero que este texto proporcione nuevas herramientas de 
apoyo para la formación profesional de los estudiantes. Sin embargo, el éxito en los 
resultados del curso, depende no solo del buen uso de este material, sino de la disciplina 
con que se asuma el compromiso adquirido. 


OBJETIVO GENERAL 


Desarrollar en los estudiantes la capacidad de abstracción de conceptos y de formulación 
de modelos matemáticos, que se ajusten a la descripción y comportamiento de problemas 
reales de la ingeniería o de otras áreas del conocimiento como la biología o las ciencias 
sociales. 


OBJETIVOS ESPECÍFICOS 


Estudiar las características y operaciones básicas entre matrices, para aplicarlas 
en diferentes temas de la ingeniería o de otras áreas del conocimiento. 


Estudiar para los sistemas de ecuaciones lineales: los tipos de solución y las 
correspondientes interpretaciones, métodos matriciales de solución y algunas 
aplicaciones a la ingeniería. 


Generalizar el cálculo de los determinantes de orden n y sus aplicaciones, a partir de 
las propiedades enunciadas con los determinantes de orden 2 y 3. 


Distinguir y aplicar las diferentes operaciones definidas con vectores en el plano (%K3) 
y en el espacio (R°) y su generalización a R”. 


Estudiar las características y aplicaciones de la estructura algebraica llamada espacio 
vectorial, haciendo abstracción de las operaciones definidas entre matrices y 
vectores. 


Identificar y representar matricialmente transformaciones lineales entre espacios 
vectoriales, en particular en el plano y en el espacio, con sus interpretaciones 
geométricas. 


UNIDAD 1. MATRICES (1) 


Introducción 
Objetivo general. 
Objetivos específicos. 


Generalidades de las matrices 

Matrices especiales 

Operaciones elementales sobre una matriz 
Aplicaciones 

Ejercicios propuestos. 
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Operaciones con matrices 
Suma de matrices 
Multiplicación escalar 
Producto de matrices 
Aplicaciones 

Ejercicios propuestos 
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1.3. Matriz inversa 
1.3.1. Algoritmo para hallar la matriz inversa 
1.3.2. Aplicaciones 


Ejercicios propuestos 


Resumen y glosario 
Auto evaluación 
Retroalimentación 


UNIDAD 2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES (49) 


Introducción 
Objetivo general 
Objetivos específicos 


2.11. Generalidades 

2.1.1. Sistemas de ecuaciones lineales (S.E.L. ) 

2.1.2. Sistemas lineales homogéneos (S.L.H. ) 
Ejercicios propuestos 


2.2. Métodos de solución 
2.2.1. Eliminación de Gauss 


CONTENIDO 


2.2.2. Reducción de Gauss-Jordan 
2.2.3. Solución de la ecuación matricial 
Ejercicios propuestos 


23. Aplicaciones 

2.3.1. Problemas con solución única 

2.3.2. Problemas con más de una solución 
Ejercicios propuestos 


Resumen y glosario 
Auto evaluación 
Retroalimentación 


UNIDAD 3. DETERMINANTES (97) 


Introducción 
Objetivo general 
Objetivos específicos 


3.1. La función determinante 

3.1.1. Definición por cofactores 

3.1.2. Propiedades de los determinantes 
Ejercicios propuestos 


3.2. Aplicaciones 

3.2.1. Regla de Cramer 

3.2.2. Matriz inversa 
Ejercicios propuestos 


Resumen y glosario 
Auto evaluación 
Retroalimentación 


UNIDAD 4. VECTORES (135) 


Introducción 
Objetivo general 
Objetivos específicos 


4.1. Vectores en R? 

4.1.1. Características de los vectores en R* (plano cartesiano): 
Definiciones e interpretaciones geométricas. 
Norma. Angulo direccional. Vector normado. 

4.1.2. Operaciones con vectores en R? 


Suma: definición, interpretación geométrica, propiedades 145 
Multiplicación escalar: definición, interpretación geométrica, propiedades 152 


Producto escalar: definición, interpretación geométrica, propiedades 160 
4.1.3. Aplicaciones de los vectores en R? 172 
Paralelismo y perpendicularidad {172 
Proyecciones ortogonales, trabajo 174 
Teorema del coseno 177 
Auto evaluación 179 
4.2. Vectores en R? 181 
4.2.1. Características de los vectores en R?(espacio tridimensional): 181 


Definiciones e interpretaciones geométricas. 
Norma. Ángulos y cosenos directores. Vector normado. 

4.2.2. Operaciones con vectores en R?: 188 
Suma, multiplicación escalar, producto escalar: definición, propiedades. 
Producto vectorial, producto mixto: definición, interpretación geométrica 


propiedades 196 
4.2.3. Aplicaciones de los vectores en R* 205 
Ecuaciones de rectas y planos en R3 205 
Distancias e intersecciones entre rectas y planos 212 
Ángulos entre rectas y planos 219 
Momentos de una fuerza 224 
Áreas de paralelogramos y volúmenes de paralelepípedos 203 
Ejercicios propuestos 226 
4.3. Vectores en R” 227 
4.3.1. Generalidades de los vectores en KR” 227 
4.3.2. Operaciones en KR” 228 
Resumen y glosario 235 
Auto evaluación 238 


Retroalimentación 241 


UNIDAD 5. ESPACIOS VECTORIALES (249) 


Introducción 
Objetivo general 
Objetivos específicos 


Estructuras algebraicas 
Estructura de grupo conmutativo 
Estructura de campo 

Estructura de espacio vectorial 
Subespacios 

Ejercicios propuestos 


Bases y Dimensión 

Generador de un espacio vectorial 
Dependencia e independencia lineal 
Bases y dimensión de un espacio vectorial 
Ejercicios propuestos 


Aplicaciones 

Rango y nulidad de una matriz 
Matriz de cambio de base 
Ejercicios propuestos 


Resumen y glosario. 
Auto evaluación. 
Retroalimentación. 


UNIDAD 6. TRANSFORMACIONES LINEALES 


6il: 

O, 1.1, 
6:1:2; 
6.1.3. 


Introducción 

Objetivo general 
Objetivos específicos 
Transformaciones lineales 
Definición y ejemplos 
Imagen y Núcleo 
Representación matricial 
Ejercicios propuestos. 


6.2. Valores y vectores propios. 
6.2.1. Valores y vectores propios de una matriz. 
6.2.2. Semejanza y diagonalización de matrices. 


Ejercicios propuestos. 


Resumen y glosario 
Auto evaluación 
Retroalimentación 


(301) 


1. MATRICES 


“Entender el significado de los invariantes representa un esfuerzo para reconocer lo que, por su forma, 
o color, o sentido, o lo que sea, es importante o significativo entre aquello que es solamente trivial o 


efímero. Un simple ejemplo de su falta de comprensión lo proporciona el examinando de Cambridge que 
aprendió perfectamente a convertir en factores a°- b? pero fracasó cuando el examinador le preguntó 
desconsideradamente por los factores p°- q?.” 


H. W. Turnbull. 


INTRODUCCIÓN 


Un fenómeno frecuente en la historia de la matemática es sin duda, el que las herramientas 
matemáticas necesarias para las aplicaciones científicas, han sido inventadas muchos 
años antes de poder intuir la ciencia en la cual han tenido aplicación. 


El álgebra de la matrices ha sido precisamente uno de ellas, y su estudio se considera 
una de las contribuciones más importantes por parte de Arthur Cayley, matemático inglés 
del siglo XIX. El tema de las matrices apareció en un escrito publicado por él en 1858, 
titulado “Memorias sobre la teoría de las matrices”. Surgió de la observación sobre el 
comportamiento de las combinaciones de transformaciones lineales (unidad 6), en la teoría 
de los invariantes algebraicos. 


La definición de la multiplicación entre matrices, por la cual se obtienen resultados 
diferentes según el orden en que se multiplique, parece no tener importancia práctica o 
científica. Sin embargo, 60 años después, Heisemberg encontró en el álgebra de matrices, 
el instrumento preciso para el desarrollo de su obra trascendental en la mecánica cuántica. 
En la actualidad, el desarrollo tecnológico ha evolucionado rápidamente a tal punto que, 
la aplicación de programas computacionales es imprescindible en todo proceso de 
optimización, en particular para el diseño de diferentes estructuras (edificios, puentes, 
motores, etc. ), lo cual es posible gracias al manejo y aplicación de la teoría de las matrices 
en los campos vectoriales. 


El manejo que se hace de las matrices en esta unidad, es principalmente operacional. Sin 
embargo, el tratamiento abstracto de las operaciones definidas y sus propiedades, permite 
reconocer posteriormente la estructura algebraica del conjunto de las matrices como un 
espacio vectorial (unidad 5). 


OBJETIVO GENERAL 


Estudiar las características y operaciones básicas entre matrices, para aplicarlas en 
diferentes temas de la ingeniería o de otras áreas del conocimiento, como las ciencias 
económicas y sociales. 


OBJETIVOS ESPECÍFICOS 


e identificar los elementos de una matriz, la caracterización de algunas matrices especiales 
y las operaciones elementales sobre sus filas o columnas. 


e Definir las operaciones básicas entre matrices y sus propiedades, para aplicarlas en el 
planteamiento y solución de problemas relacionados con actividades de la ingeniería. 


e Aplicar la matriz inversa en la solución de ecuaciones matriciales. 


CONTENIDO 


Generalidades de las matrices 
.1. Matrices especiales 
.2. Operaciones elementales sobre una matriz 
3. Aplicaciones 


Operaciones con matrices 
1. Suma de matrices 
2. Multiplicación escalar 
.3. Producto de matrices 
4. Aplicaciones 


Matriz inversa 
1. Algoritmo para hallar la matriz inversa 
.2. Aplicaciones 


1.1. GENERALIDADES DE LAS MATRICES 


Las matrices son elementos adecuados para presentar mucha información correlacionada, 
en una forma organizada y práctica de analizar. Tal es el caso de los inventarios de 
existencias en algún depósito de materiales de construcción, o el reporte de notas de un 
estudiante durante los diferentes periodos de estudio. 


Definición: Se llama MATRIZ REAL a un conjunto de números reales dispuestos en forma 
rectangular, dentro de un paréntesis redondo o cuadrado. 
Los números dispuestos en forma horizontal se llaman FILAS y los dispuestos en forma 


vertical se llaman COLUMNAS. 
El ORDEN de la matriz queda determinado por el número de filas y de columnas 
respectivamente. 


Notación: Las matrices se denotan con letras mayúsculas, sus elementos con letras 
minúsculas y el orden en forma de subíndice. 


Fila 3 (F,) 


Columna 2 (C,) 


El elemento que se encuentra en la intersección de F, y C, es precisamente a,, . 
Ejemplo: 


As = f e a H; 8 | es una matriz de orden 2x3 porque tiene 2 filas y 3 
Ñ 1 0 1 


columnas. 


Las filas de A son: (1 -2 3) y (5 0 -1) que denotamos F, y F, respectivamente. 


1\ {-2 3 
Las columnas de A son: la i l 0 ) y E que denotamos C, , C, y C, 


El elemento a,, = -1 es el elemento que se encuentra en la segunda fila y la tercera columna 
de la matriz A. 


En forma análoga, designamos los otros elementos: a,, =5; a 
Aj =3 
13 


12 


Para esta matriz, no existe a,, porque hay solamente dos filas. 


Definición: Dos MATRICES A y B del mismo orden son IGUALES, si y sólo si cada elemento 
a, de A, es igual al correspondiente elementos b, de B. 


Si A (admin Y B= (Bj), entonces A=B > a=b, vi, j 


Ejemplos: 


a 2 
1. Dadas M = 
S x 


0 2 
Jn- ,) M=N sabosi a=0,2ż2=5 VIO. 


0 1 2 0 1 2 
2. Las matrices A =|} 2 3| y B= 2 1 3|noson iguales aunque sean del mismo 


orden y tengan los mismos elementos, porque a,, + b,, . 


1.1.1. Matrices especiales. 


Según el orden y ciertas características de los elementos, se identifican algunas matrices 
especiales. 


Según el orden distinguiremos: 


- Matriz FILA: es una matriz con una sola fila. F,.=(2 -1 0 3 5). 


3 
- Matriz COLUMNA: es una matriz con una sola columna. C, =|0 |. 
2 


- Matriz CUADRADA: es una matriz con igual cantidad de filas que de columnas. 
Se denota A, y se lee “matriz de orden n”. 


3 =| 
A, -| 3 es una matriz cuadrada de orden 2. 


Según las características de los elementos distinguiremos: 


- Matriz TRIANGULAR SUPERIOR: es una matriz cuadrada en la cual los elementos por 
debajo de la diagonal principal son cero. 


En forma análoga, se define matriz TRIANGULAR INFERIOR. La DIAGONAL PRINCIPAL 
comprende los elementos de la forma a, 


1 0 


E 


| matriz triangular superior y la diagonal principal está formada por los 
elementos b,, = 


1;5b,=1 ; Da =-2 


-1 

G=ļ| 0 NO es matriz triangular inferior. Los elementos de la diagonal principal 
-1 3 4 

son 9,,=-1 ; 9,,=0 ; gy = 4. 


- Matriz DIAGONAL: es una matriz triangular inferior y superior al mismo tiempo. 
0 


- Matriz ESCALAR: es una matriz diagonal en la cual los elementos de la diagonal principal 


son iguales. 
1/12 0 0 
E=| 0 1/2 0 [es una matriz escalar de orden 3 donde la constante en la diagonal 
0 0 1/2 


principal es 1/2 
- Matriz IDÉNTICA: es una matriz escalar en la cual la constante es uno. 


1 0 
|, = h i es la matriz idéntica de orden 2. 


0 0 
1 0 jes la matriz idéntica de orden 3. 
0 1 


- Matriz NULA: es una matriz de orden mxn en la cual todos los elementos son cero. 


2 


0 0 
O, = l 3 es la matriz nula de orden 2. 


0.00 
O= es la matriz nula de orden 2x3. 
2x3 0 0 0 


- Matriz TRANSPUESTA DE A: es la matriz que se obtiene a partir de A, intercambiando 
filas por columnas. Se denota A' 


1 56 
Si A= t 3 s] es matriz de orden 2x3, entonces la matriz transpuesta de A 
1 0 
A'=|5 3 |es matriz de orden 3x2. 
6 2 


- Matriz OPUESTA DE A: es la matriz que se forma con los opuestos de los elementos de 
An: Se denota - An 


xn" 


2 -3 0 -2 3 0 ; 
Si A= entonces -A = es la matriz opuesta de A. 
-1 4 3 1 -4 -3 


- Matriz SIMÉTRICA: es una matriz cuadrada que es igual a su transpuesta. 
513 


S=|1 0 4ļ|es una matriz simétrica porque S' = S 
3 4 2 


-Matriz ANTISIMÉTRICA: es una matriz cuadrada igual a la opuesta de su transpuesta. 


0 1 -3 
K=|-1 0 4 [esuna matriz antisimétrica, porque es igual a la opuesta de la matriz 
transpuesta de K. Así: K*=| 1 0 -—4| entonces -K'=K. 
-3 4 0 


1.1.2. Operaciones elementales sobre una matriz. 


Definición: Se llama OPERACIÓN ELEMENTAL sobre una matriz a cualquiera de las 
siguientes modificaciones: 


a Intercambiar dos filas (o columnas). Se denota: FoF, (o CC). 


a Multiplicar todos los elementos de una fila (o columna) por una constante diferente 
de cero. Se denota: kF, (o kC), kx0. 

a Sumar término a término a una fila (o columna) otra fila (o columna) multiplicada 
por una constante se denota: F, + kF, (o C + kC). 


Las operaciones elementales se aplican convenientemente sobre una matriz de cualquier 
orden, con el fin de obtener la forma escalonada o reducida de la matriz. 


Definición: Dos MATRICES A y B son EQUIVALENTES, si una de ellas se obtiene a partir 
de la otra por medio de una o mas operaciones elementales. 


Se denota: A=B y se lee: “A es equivalente a B”. 


Ejemplo: 


Las siguientes matrices son equivalentes: 


1 2 42 1 2 4 2 1 2 42 1 2 4 2 
A=|2 3 7 3|;B=|0 -1 -1 -1|;C=|0 1 1 1|;D=|3 -1 5 1 

3 -1 5 1 3-1 5 1 3 -1 5 1 0 1 1 1 
Porque: 


B se obtuvo a partir de A sumándole a la fila 2 la fila 1 multiplicada por -2: F,+(-2)F, 
C se obtuvo a partir de B multiplicando la fila 2 por (-1): (-1)F, 
D se obtuvo a partir de C intercambiando la fila 2 con la fila 3: F F, 


Entonces: Az Bæ C= D lo cual se denota de la siguiente forma: 


1 2 42 1 2 4 2 1 2 4 2 1 2 4 2 
do D F2 ER 0 -1 -1 -1 in O 1 1 1 PERY 3 =13 1 
Sl $ 1 3 -1 5 1 3 =L 5 l O 1 1 1I 


Definición: Una matriz A de orden mxn se llama ESCALONADA POR FILAS si cumple las 
siguientes condiciones: 


Si existen filas nulas, aparecen en la parte inferior. 


El primer elemento no nulo de cada fila no nula, llamado pivote, es 1. 


En cada columna donde hay un pivote, los elementos por debajo de este son cero. 
Si i es mayor que j, el pivote de la fila-i está a la derecha del pivote de la fila-;. 


Definición: Una matriz A de orden mxn se llama REDUCIDA POR FILAS si cumple las 
siguientes condiciones: 


Si existen filas nulas, son las últimas. 
El primer elemento no nulo de cada fila no nula, llamado pivote, es 1. 


En cada columna donde hay un pivote, el único elemento no nulo es el pivote. 
Si i es mayor que j, el pivote de la fila-i está a la derecha del pivote de la fila-;. 


NOTA: En general, el pivote puede se cualquier número, pero por comodidad en este 
Caso, se busca 1 en esa posición. 


Teorema: Para cualquier matriz A de orden mxn: 


(a) A es equivalente a una matriz escalonada por filas. 
(b) A es equivalente a una matriz reducida por filas. 


1.1.3. Aplicaciones 


- Recopilación de información: Las matrices constituyen un instrumento muy útil para 
recopilar mucha información en una forma organizada y fácil de analizar. 


22 36 54 


Por ejemplo, la matriz A= | 20 40 52 | puede representar el número de metros cúbicos 
28 45 65 


de agua demandados por familia al mes, en los estratos 2, 3 y 4 de tres municipios 
diferentes. Por la información que contiene, la matriz se puede llamar MATRIZ MUNICIPIO- 
CONSUMO, y se forma a partir de los datos reportados en la siguiente tabla: 


MUNICIPIO CONSUMO POR ESTRATOS (m*/mes) 
Estrato 1 Estrato 2 Estrato 3 
CHÍA 99 T m 
MADRID 20 40 z 
MELGAR 28 45 mE 


Otro ejemplo interesante, es la llamada MATRIZ ORIGEN-DESTINO de pasajeros en un 
sistema dado de transportes. Se forma con el número de pasajeros que se dirigen de un 


lugar a otro. 

1200 50 20 55 
PETERIN Er 700 15 100 10 odei da 
or ejemplo la matriz B = 500 3 250 0 se obtuvo de la siguiente tabla: 


0 120 50 40 


Destino , , , 
BOGOTÁ TUNJA IBAGUÉ CAJICÁ 
Origen 
CHÍA 1200 50 20 55 
MADRID 700 15 100 10 
MELGAR 500 3 250 0 
BOGOTÁ 0 120 50 40 


Así, el elemento b,, = 0 de la matriz B, se interpreta como la ausencia de pasajeros que 
viajen de Melgar a Cajicá; b,, = 1200 indica que el mayor flujo de pasajeros se presenta 
de Chía hacia Bogotá. 


En la unidad 2 de este módulo, se verá que las matrices son un buen instrumento para el 
estudio de los sistemas de ecuaciones lineales. 


- Matrices especiales: Algunas matrices se definen especialmente para describir la 
información que se quiere recopilar. Tal es el caso de la llamada MATRIZ ESTOCÁSTICA, 
que se caracteriza por ser una matriz cuadrada cuyos elementos son probabilidades y la 
suma de sus columnas debe ser igual a 1. 


2/3 0 1/8 
1/2 1/3 
Algunos ejemplos de matrices estocásticas sony sa)” 0 0 3/8 | porque: 
1/3 1 1/2 


La suma de los elementos en cada columna es 1 y todos los elementos están entre O y 1, 
es decir, son probabilidades. 


La siguiente matriz estocástica (verifíquelo) recoge la información recopilada en un estudio 
de usos del suelo en una ciudad, de 1980 a 1990: 


0.47 0.03 0.03 0.19 0.33 
0.18 0.48 0.08 0.28 0.11 
U= | 0.22 0.28 0.08 0.47 0.15 
0.05 0.13 0.79 0.06 0.35 
0.08 0.08 0.02 0.00 0.06 


En esta matriz, por filas se lee el uso del suelo en 1980 y por columnas, el uso del suelo en 
1990. Los usos considerados en orden de filas y de columnas son: 


Residencial. 
Comercial. 
Industrial. 
Transporte. 
Baldío. 


OT OA 


Cualquier elemento u, representa la probabilidad de que el suelo que tuvo uso j en 1980, 
pasara a un uso i en 1990. Así por ejemplo, el elemento u,, = 0.28 nos indica que el suelo 
con uso industrial en 1980, tenía una probabilidad de 0.28 de convertirse en área comercial 
en 1990. Los elementos de la diagonal principal dan la probabilidad de que el uso del 
suelo no cambiara. 


Otro tipo de modelo especial son las matrices de COMUNICACIÓN, donde cada elemento 
C) es 1 si i se comunica con j y O si no se comunican, lo que hace que estas matrices sean 
siempre simétricas (igual a su transpuesta). Algunos ejemplos de estas matrices son: 


0 1 10 
a 1 0 0 1 
Gall 0 Oļfjy D= (001 que se pueden representar por medio de grafos como 
1 0 0 
0 1 10 


10 


se ilustra en las figuras 1(a) y 1(b) respectivamente 


D 
Fig. 1(a) Fig. 1(b) 
En cada grafo (conjunto de puntos y líneas), los puntos representan ciudades y las líneas 


carreteras entre ellos. La figura 1(a) indica que la ciudad A se comunica con B y con C, 
pero B y C no están comunicadas. ¿Cómo interpreta la figura 1(b) ? 


- Matrices escalonadas y reducidas: Una matriz de cualquier orden mxn, se puede llevar 
a la forma escalonada o reducida por medio de operaciones elementales sobre las filas. 


La secuencia más conveniente para llevar una matriz a la forma escalonada por filas, se 
describe mediante el siguiente algoritmo: (es sólo una sugerencia). 


a Buscar el pivote de la primera fila con cualquiera de las 3 operaciones elementales. 


a Volver cero los elementos por debajo del pivote de la fila 1 con la operación de la 
forma F + kF, . 


=a Buscar el pivote de la segunda fila, teniendo cuidado de que quede a la derecha 
del pivote de la primera fila. 


a Volver cero los elementos por debajo del pivote de la fila 2. 


a Continuar el proceso hasta terminar con todas las filas de la matriz. 
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Ejemplo: 


2 0 -1 3 
0 1 2 1 

Llevar la matriz A = 1 -3 4 2ļa la forma escalonada por filas. 
=2 1 0 -3 


Solución: Aplicando el algoritmo se tiene: 


2 0 -1 3 ls 4 2 1-3 4 2 
O L 2 1f ao 0 1 2 1| z |O 1 2 1 
- -3 4 2 Ta a i a o el 
-2 1 0 -3 -2 1 0 -3 0 -5 8 1 
1 -3 4 2 1 -3 4 2 1 -3 4 2 
0.1 2 0 2 1 0 1 21 
F;—6F, 
ESB [0 0 -21 -7| (5 [0 0 3 1| 1% [0 0 31 
0 0 18 6 0 0 18 6 “0 0 31 
1 -3 4 2 D -34 2 
0 1 21 002 1 5 
a |O 0 3 1| i [0 0 (1/3 
0.0 00 “lo 0 0 o0 


La matriz B es la forma escalonada de la matriz A, ya que como se puede observar, se 
cumplen las condiciones de la definición: los pivotes son 1, por debajo de cada uno de 
ellos aparecen ceros solamente y los pivotes se desplazan a la derecha, y la fila de cero 
está en la parte inferior. Además A%B. 


La secuencia más conveniente para llevar una matriz a la forma reducida por filas se 
describe mediante el siguiente algoritmo: 


Buscar el pivote de la primera fila. 


= Volver cero los demás elementos de la columna donde está el pivote de la fila 1 con la 
operación de la forma F, + kF, . 


Buscar el pivote de la segunda fila, teniendo cuidado de que quede a la derecha 
del pivote de la primera fila. 


a Volver cero los elementos de la columna donde está el pivote de la fila 2. 


a Continuar el proceso hasta terminar con todas las filas de la matriz. 
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Ejemplo: 


3 0 1 2 -l1 
, -2 1 4 -2 , , 
Llevar la matriz A = e a la forma reducida por filas 
1 1 5 0 -1 


3012 iis w 

a2 14-2 0| a |-2 14-2 0| gus 

Ta 16 a al "la 16 a alai 
Etg p l iig FA 
a s ğa iig y =i 
0 3 14 -2 -2| ,,. |0 3 14 -2 -2| i; 
Carai 3 "lo 0.0.0.0 
0.0.0. 0.0 000 0 0 
LIS ò =l 0 ts 2/3 «6 
0 1 14/3 -2/3 -2/3| o. [0D 14/3 -2/3 -2/3|_, 
00 0 0 0 00 0o 0 0 
00.0 0 0 00.0 0 0 


La matriz B es la forma reducida de la matriz A, pues cumple las condiciones de la definición: 
las filas nulas aparecen abajo, en cada columna donde hay un pivote, éste es el único 
elemento no nulo, y el pivote de la fila 2 está a la derecha del pivote de la fila 1. 


Ejercicios propuestos: 


1. En un experimento de laboratorio se tomó el tiempo en que dos grupos de bloques de 
concreto de diferente tamaño, con 4 mezclas diferentes se compactaban. Los bloques de 
menor tamaño lo hicieron en 8, 6, 5 y 7 horas. Los bloques de mayor tamaño lo hicieron en 
22, 14, 18 y 12 horas. Escriba esta información en una matriz. 


2. Una compañía tiene sus reportes de ventas mensuales dados por medio de matrices 
cuyas filas, en orden representan el número de modelos regular, de lujo y extra vendidos, 
mientras que las columnas dan el número de unidades rojas, blancas, azules y verdes 
vendidas. Las matrices para enero (E) y febrero (F) son: 
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) ¿En enero, cuántas unidades blancas del modelo extra se vendieron? 

) ¿En febrero, cuántos modelos de lujo azules se vendieron? 

) ¿En qué mes se vendieron mas modelos regulares verdes? 

) ¿De qué modelo y color se vendió el mismo número de unidades en los 2 meses? 
) ¿En qué mes se vendieron mas modelos de lujo”? 

) ¿En qué mes se vendieron mas artículos rojos? 

g) ¿Cuántos artículos se vendieron en enero”? 


a 
b 
Cc 
d 
= 

f 


0 1 0 1I 

, JILO L 1 

3. a) Construya el grafo asociado a la matriz 6161 

1 1 10 

b) Escriba la matriz asociada al siguiente grafo: 
B C 
D 
E 

6 2 6 2 
4. Encuentre valores de x, y y z para que | x 7 |=|6 7 
3y 2z 2 
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5. Dadas las matrices 


3050 1 1 5 0 -=l 0 0 0 8 

TERTE E C E M a j 

0. 0 3" jo0 0o o of J080 0 7 

0 0 0 0 0 0 0 0 80.0 0 

a) ¿Cuáles son diagonales? 

b) ¿Cuáles son triangulares (superior o inferior)? 

c) ¿Cuáles son escalares? 

d) ¿Cuáles son simétricas? 

e) ¿Cuáles son antisimétricas? 


6. Escribir las siguientes matrices, de acuerdo a las definiciones dadas: 


O si i<j 
a) As = (a) talque a, =4-1 si i=j 
i si i>j 


0008 tiS. 0 aj 
T oam 0080 000 0.0 
sl a oso. Glo o o 0.0 
3 0 0 

800.0 0 3 15 -12 21 


oO © N 


8. Justifique por qué en una matriz antisimétrica, los elementos de la diagonal principal 


siempre son cero. 
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1.2. OPERACIONES CON MATRICES 


Se definen tres operaciones básicas entre matrices: la suma, la multiplicación escalar 
(o multiplicación por un escalar) y el producto, cada una de ellas con características y 
propiedades diferentes. 


La suma se efectúa entre dos matrices del mismo orden y el resultado es una matriz del 
mismo orden. 


La multiplicación escalar se efectúa entre una matriz y un real, y el resultado es una matriz 
del mismo orden. 


El producto se define entre dos matrices que deben ser cuadradas del mismo orden, y el 
resultado es otra matriz del mismo orden; ó, entre matrices de diferente orden con cierto 
condicionamiento para el orden de cada una de ellas y el resultado es una matriz de orden 
diferente al de los factores. 


1.2.1. Suma de matrices 


Definición: Dadas dos matrices A = (a,) y B =(b,) de orden mxn, se define la SUMA de 


A y B como otra matriz C = ( C; ) de orden mxn donde c = a, + D; 


Can PB a; + b; J= Cj ) 


man = ( 


Ejemplo: 


, 2 8 3 8 -1 0 
Si A3 = ga B y= Smg entonces: 


E 2+8 8-1 3+0 10 7 3 
x3 |1-3 0+10 -34+8] |-2 10 5 
Propiedades: 


1. Clausurativa: A, + Bayn = Co, 


Esto quiere decir que 2 matrices del mismo orden siempre se pueden sumar y el resultado 
es una matriz del mismo orden. 
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2. Conmutativa: A+B=B+A 


Significa que el orden en que se suman las matrices no afecta el resultado. 
Demostración: Si A=(a,)y B=(b,) entonces: 


A+B=(a, +b) definición de suma de matrices. 
=(b,+a,) + es conmutativa en KR. 
=B+A definición de suma de matrices. 


3. Asociativa: (A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C 


Quiere decir que se pueden sumar más de 2 matrices, sin que la forma de agruparlas 
afecte el resultado, por lo que se puede prescindir de los paréntesis. 


Demostración: Si A=(a,); B=(b,)y C=(c,) entonces: 


(A+ B)+C=( aj + op )+( C; ) definición de suma de matrices. 
= (la, +0;] +c) definición de suma de matrices. 
=( a, + [b; +C 1) + es asociativa en %. 
=(a))+(b,+c,) definición de suma de matrices. 
=A+(B +C) definición de suma de matrices. 


4. Modulativa: VA... , A+0, _=0. +A=A 


mxn ? 


Significa que O, es el MÓDULO de la suma de matrices porque, cualquier matriz sumada 
con la matriz nula del mismo orden no cambia. 


Demostración: A + O = (a, + 0,) definición de suma de matrices. 
=( a, ) O es el módulo de la suma de reales. 
=A definición de la matriz A. 


tal que A +(-A)=0 


5. Invertiva: VA ., 3(-A) 


mxn 


Toda matriz sumada con su opuesta, da como resultado la matriz nula del mismo orden. 


Demostración: A + (-A) = (a, + Ca; )) definición de suma de matrices. 
=(0,) a-a=0paratodo a eù. 
= O definición de la matriz nula. 
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1.2.2. Multiplicación escalar 


Se dice que B es MÚLTIPLO ESCALAR de A. 


Ejemplo: 
2 -1 3 5 

Si A=|3 0 -2 4| entonces: 
4 5 6 1 


2-2: =F? 3:2 32 4 -2 6 10 
2A=|3-2 0-2 -2.2 4-2|=|6 0 -4 8 
4-2 52 62 1-2 8 10 12 2 


2 -1 3 5 A 1 -3a es 
As ll o 3 4lsl 312 0 1 -2 
2 2la 5 6 1 ZE 512 3. 1% 


A: 4/3 -2/3 2  10/3 
A=2l3 o -2 4|-| 2 0  -4/3 8/3 
a E 8/3 10/3 4 2/3 


Propiedades: 


. Para toda matriz Aw: 1A =A ; (YA=-A; OA = Oman: 
. Sir,seR y Ann: 


ai (r. s) A =r (sA). 
. Sir,seR y Amni (r+sjA=rA-+sA. 
. SireR yA Bman: HA+B)=rA+7B. 


n 


Nota: En la propiedad 1, 1 es el módulo para la multiplicación escalar. 
O eK y O es la matriz nula de orden mxn. 
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En la propiedad 2, al lado izquierdo, la multiplicación entre paréntesis es de reales y la 
de afuera es escalar. Sin Embargo, en el lado derecho, las dos multiplicaciones son 
escalares. 


En la propiedad 3, la suma de la derecha es de matrices, pero la suma de la izquierda es 
de reales. 


En la propiedad 4, las dos sumas son de matrices. 


Teorema: Si A y B son matrices de orden mxn entonces 
(1) (AY =A 


(2) (rA Y =rA' 
(3) (A+B)=2A4'+B' 


Demostración: (3): Si A=(a,) y B=(b,) entonces: 


(A+B)=( aj + D, y definición de suma de matrices. 
= (a, + bj) definición de matriz transpuesta. 
=(a,)+(b,) definición de suma de matrices. 
=A+B' definición de A! y B! 


Ejemplos: 
, -2 5 3 2 f 
1. Si D -( 4 y E= l i] encuentre una matriz X de orden 2 tal que: 
3D -E' + 2X = O, 


Solución: 
En la ecuación matricial dada, se puede “despejar” X aplicando convenientemente las 
propiedades de la suma de matrices y de la multiplicación escalar: 


DE oO > 2 E-8D => x-i E-D > X= ZE- 2D 
1(3 07 3(-2 5 (3/2 0 Y (=3 15/2 9/2 -15/2 
— E == = = > X= 
ala Pals a)l 1 -2f l6 3/2 = a2 
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2 3 


2.Si A=|4 -1| verificar que ( Tape lar 
4 4 
8 0 
Verificación: 
3 2/4 3/4 1/2 3/4 
A=|4 -1 > la- 4/4 -—1/4|= 1 —1/4 => | 
80 8/4 0/4 2 0 4 
2 3 
telg 3 O CS Li 1/2 1 2 
= 1 ACA a a E 


1 
Como se observa en los dos resultados anteriores: ( z AJY= —A 


4 
2 -1 0 2 
3.Si A=|3 -2| y B=]|1 —1| verificar quee (A+B)=A'+B'. 
4 5 0 1 
Verificación: 
2 al do 2 (a 17 
2 4 4 
3 =2ļ+|1 -1|| =[4 -3| = 
1 -3 6 
4 5 oO 1 4 6 


Se comprueba entonces que los dos resultados son iguales. 
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1/2 
3/4 


1 2 
-1/4 0 


| 


1.2.3. Producto de matrices 


La condición necesaria para poder multiplicar dos matrices, es que sean cuadradas del 
mismo orden, o que el número de columnas en la primera matriz sea igual al número de 
filas en la segunda. 


el PRODUCTO de A y B como una matriz C = (c) de orden mxp, donde cada C es el 
producto de la ¡-ésima fila de A con la j-ésima columna de B. 


Definición: Dadas dos matrices A = (a) de orden mxn y B = (b ) de orden nxp, se define 


AB=C=(c) donde c, =F, .C; =È, tuby 


C, se obtiene multiplicando término a término la i-ésima fila de A y la j-ésima columna de B 
y sumando los resultados. 


ai Ay dz Ain bı ba bs bp 
da An dy An ba Da by 2p 
Si A=| 4, ap 43 +: 4, |y B=|bı by by + b, | entonces: 

å mı Am2 a m3 A mn ba bna bns by 
lj 
2j 

cj = Fa «Co z (a, Ai Agost ap): b;, = a404) + 22D), + a33 +... + A 

b 


Nota: Si las dos matrices A y B son cuadradas de orden n, la matriz producto es una matriz 
cuadrada de orden n. 


Si A es una matriz de orden mxn, B “debe” ser una matriz de orden nxp (el número de filas 


en B tiene que ser igual al de columnas en A), y la matriz producto es una matriz de orden 
mxp (con tantas filas como la matriz A y tantas columnas como la matriz B). 
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Ejemplos: 


2 1 1 -2 1 
1.Si A= y B= entonces AB=C=| ® |- 
3 4 -1 2 Ca n -1 


Donde c, =F, C = (2 yl 


-5 5 entonces: 


c Cc c C 9 -I 1 17 
AB = = 11 12 13 14 2 : 
Co 3 -5 -13 12 donde 


-2 

MON (2 3 041 |=2.(-2)+3.1+0.2=-4+3+0=-1. 
2 
8 

Ci Fa Ca E 3 0)-5|=28+3(5)+0.0=16-15+0=1. 
0 
1 

Cae Fa C= (0 3 05 |=2.1+35+0.(-2)=2+ 15+0=17. 
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ca = Fo O, = El 1-4) 5 |=(-).1+15+(-4).(-2) =-1+5+8=12. 


Como la condición para poder multiplicar dos matrices es que el número de columnas en 
la primera matriz sea igual al número de filas en la segunda, el producto de matrices no 
es conmutativo. ¿Parece extraño? Siempre había funcionado aquello de que “el orden de 
los factores no altera el producto”, pero en el caso de las matrices, esa afirmación no es 
válida. 


AS lepsi iken aso Ba- 74 
“Ol = 3 4 y =| > entonces = a] 2 pero = 4 7 


y por tanto AB # BA. 


ssu 0 -2 8 1 
4. Si A, = y B4=|3 1 -3 5 | entonces AB existe pero 
po 0.2 0 -2 


BA no existe porque no se cumple la condición para efectuar el producto. 


4 1 


2 -1 3 
5. Si a-f 0 a y B=|1 3| tanto AB como BA existen pero son de diferente 
2 2 
9 4 14 
i 15 11 
orden, es decir AB + BA : ay J pero BA=|5 1 9| 
6 2 10 
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Sin embargo, hay caso en que la conmutatividad si se cumple: 


psn ls e il t AB Ha BA 
VOLAS E ¿Y B=|, g j tonces zig 39 [5 


2 0 1 2 0 1 2 0 1 
7.Si A=|-1 1 3 | entonces A?=A.A=|-1 1 3 ||-1 1 3 
0 1 -2 0 1 -2j 0 1 -2 

4 1 0 

=|-3 4 -4 

-1 -1 7 


Notación: A,A, = A? 


En general, A A,- A =A ,si A, se tomó k veces como factor. 


Propiedades: 


1. Asociativa ( A.B ).C =A.( B.C ) = A.B.C 


Verifi w , 0 2 -1 4 -2 a 
erificación: Si A = 3 1 E Ln. o s]|Y C= entonces: 
3 —4 
7 0 7 0 
0 2\-1 4 -2 2 0 10 44 -40 
[asic =|( | Jf: 2 -( Ji 2 -( ] 
31l1. 0 5 2) J2 +i -5 28 
3 —4 3 —4 
7 0 


aBc]-[ ? 14-28, 3 a 22 16 (44 -40 
Al IE 0 sJ P e P -5 28 


Se concluye por tanto que: [AB ]C =A[ BC]. 
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3 1\/-1 9 6 -1 27 17 
(1 0J[2 O -1)] |[-1 9 6 
3 11(- 
AB + AC= 3 11f(2 8 4 X 3 1 2 
1 0J[(1 3 1 1 0 1 -3 -2 
7 27 13 -8 0 4 -1 27 17 
= + = 
2.38 4 -3 1 2 -1 9 6 
Observando los resultados anteriores se concluye que A [B + C] = AB + AC. 


Nota: Al efectuar el producto en la propiedad distributiva, se debe respetar el orden en que 
están escritos los factores, dado que el producto de matrices no es conmutativo. 


3. Modulativa A e 


, 3 1l 2 8&8 4 
Verificación: Si A = y B= E entonces: 


aa AP a A a 

Z (o ılı o) (10) {1 oflo 1]  ? 

BAP AREAREN AD ola 

== lo 11 3 1) (1 3 1) (1 3 1 Ba 
0 0 1 


Nota: Observe que la matriz idéntica es el módulo para el producto de matrices, pero si la 


matriz no es cuadrada, el orden de la matriz idéntica, no es el mismo si se multiplica a la 
derecha, que si se multiplica a la izquierda. 


1.2.4. Aplicaciones 


De la suma: Un laboratorio farmacéutico produce cierto medicamento. Los costos relativos 
a la compra y transporte de cantidades específicas de las sustancias necesarias para su 
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elaboración, adquiridas en dos localidades (suministradoras) distintas, están dados en las 
siguientes matrices: 


5 17 3 7 15 
= y B= , donde las filas contienen la información acerca de los 
12 4 1 13 3 2 


costos de compra (fila 1) y transporte (fila 2), respecto a cada una de las tres sustancias a, 
b y c (columnas), respectivamente. 


La matriz que representa los costos totales de compra y transporte de cada una de las 
12 32 5 


sustancias está dada por A + B = o: 13 


) en la cual, la primera fila se refiere a los 


costos globales de compra y la segunda, a los de transporte de las sustancias para el 
medicamento. 


De la multiplicación escalar: Un distribuidor de materiales para construcción normalmente 
despacha pedidos de 4 tipos de recebo en 3 depósitos. 


20 48 60 24 


El mes pasado recibió los siguientes pedidos V =|36 64 24 40 
44 72 48 60 


y para el próximo mes espera aumentar 4 veces el volumen de ventas. 


80 192 240 96 


La matriz que representa las ventas del mes entrante es 4V =|144 256 96 160 | 
176 288 192 240 


Del producto: Un contratista ha aceptado construir 5 casas estilo rústico, 7 estilo moderno y 12 
estilo colonial. Entonces, su contrato se puede representar por la matriz fila P = (5 7 12). 


Los materiales que utilizará en cada tipo de construcción son acero, madera, vidrio, pintura 
y mano de obra. El número de unidades de cada material que se usará en cada tipo de 
casa están dadas en la matriz: 


5 20 16 7 17 


M=|7 18 12 9 21| donde cada fila indica la cantidad de material necesario para 
6 25 8 5 13 


un tipo de casa (rústica, moderna y colonial respectivamente), y cada columna indica la 
cantidad de un material dado (acero, madera, vidrio, pintura y mano de obra) para cada 
tipo de casa. 
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Las cantidades de cada material que el contratista debe pedir para cumplir con su contrato 
están dadas por la matriz: 


5 20 16 7 17 

PM =(5 7 12)|7 18 12 9 21|=(146 526 260 158 388), es decir, el contratista debe 
6 25 8 5 13 

ordenar 146 unidades de acero, 526 de madera, 260 de vidrio y 158 de pintura. 


Además, el contratista quiere calcular los costos que le demandan estos materiales si el 
acero cuesta $1600 por unidad, la madera $800 por unidad, el vidrio $500 por unidad, la 
pintura $100 por unidad y la mano de obra $1000. 


1500 
800 
Si estos datos se representan por una matriz columna C =| 500 | la matriz MC da el 
100 
1000 


1500 
5 20 16 7 17\| 800 49200 
costo para cada tipo de casa: MC=|7 18 12 9 21|| 500 |=|52800 |. 
6 25 8 5 13)]| 100 46500 
1000 


El costo total de materiales para todas las casas está dado por: 
49200 

P(MC)=(5 7 12)|52800 |= 1'173.600. 
46500 


El costo total para el contratista es de $1'173.600. 
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Ejercicios propuestos: 


, a b 4 -2 1 2 
1. Determine los valores de a, b, c y d tales que a - ) > l ) 
C 


1 5 0 —4 
7 3 18 
2. Dada la matriz A=|-2 6 11| halle una matriz B que sea múltiplo escalar de 
15 17 13 


A y tal que b,, = 6. 


13 5 12 =6 11 3 , 
3.Si A= y B= halle la matriz M tal que A- 2M = 3B. 
17 6 8 15 2 1 


3 =2 
4. Muestre que la matriz X = l is | satstace la ecuación X7- 5X + 4l, =0, 
1 0 2 1 3 6 5 7 
5. Dadas las matrices A=|0 1 1|; B=|0 4 -1|yX=|2 2 4 
2 0 2 2 3 3356 
verifique que AX = BX aunque AzB . 


2 \/x 
6. Calcule el producto (xyz)|-1 0 1l y |. 
Ojiz 


0 1 0 
7.Si A=|0 0 1|,verifique que A? = 5l, 
500 


8. Una matriz A se llama IDEMPOTENTE si A? = A, verifique que la matriz 


1 1 1 
1 1 1 |esidempotente. 
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9. Para cualquier matriz A de orden mxn, se cumple que A = ; (A+A')+ — (A-A) 


1 
j 2 
donde > (A + A) es una matriz simétrica y : (A-A )es una matriz 


antisimétrica. 


2 0-1 4 
] 14 2 3 Y 
Exprese la matriz A = E ag aa como la suma de una matriz simétrica y 
3 2 1 5 


una antisimétrica. 


2 1 0 
X+2Y= 
6 -1 3) 


1 2 -1 
2X +3Y = 
bl 0 y) 
1 -1 


3 1 
11.Si A=|2 2ļ|y B= l à ) ¿existe una matriz C tal que CA = B? Justifique su 
respuesta. |1 0 J 


10. Halle las matrices X y Y que satisfacen las ecuaciones 


12. Encuentre una formula para A” donde n es un entero positivo, si A es la matriz: 


1 1 1 

0 -l1 
al, o) b)|1 1 1 
1 1 1 
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1.3. MATRIZ INVERSA 


Definición: Se dice que una matriz A de orden n es INVERTIBLE o NO-SINGULAR, si es 
posible encontrar otra matriz B del mismo orden tal que: A.B = l, = B.A. 


En caso contrario, se dice que la matriz es SINGULAR O NO-INVERTIBLE. 
B se llama MATRIZ INVERSA de A y se denota como B = A” 


Recordemos que la matriz idéntica es el módulo para el producto de matrices. Por tanto, 
si A es matriz invertible de orden n, el producto de ella con su inversa A“ (de orden n 
también) debe dar como resultado la matriz idéntica de orden n, es decir: 

AA,” a A = Ar’ A, 


Ejemplos: 


1 2 
1. La matriz A = 6 i) es invertible porque: 


1 -2 
Entonces la matriz inversa de A es A= i | 


51 O TES Ha . {0 I\fa b 1 0 iadi 
. La matriz A = o 1 no es singular porque, si o Me alo ,se tendría 


c d 1 0 , , , 
= de donde resulta la inconsistencia: c= 1 y c=0 


0 1 


Demostración: 

Supongamos que B y C son matrices inversas de A, es decir: 

AB = BA=| y AC=CA-=l. 

Como el producto de matrices es asociativo: C( AB )=( CA )B >Cl=IB >C=B. 
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Teorema: Dadas A y B matrices cuadradas del mismo orden: 


(a) (A7 


=(A')? si A es no-singuiar. 
=B'A' 


y 
(b) (AB) 


Verificación: 


E E A 7 ' ee =l 
j Sia gS Los e , entonces ( de E 5 | 
Si A 5 2 NT 5 7 i Ay 3 -7 
i A= aj’ =la 3 , entonces (A')* = o sl 


Los resultados anteriores comprueban la parte (a). Verifique la parte (b). 


Teorema: Si A y B son matrices invertibles entonces AB es una matriz invertible y 


(AB)! = B7 A7 


En general, si A,, A,, A,, ..., A, son matrices invertibles, entonces el producto de todas 
estas matrices es invertible y se tiene: 


( A, A, A, A JS ATA AT A 


Verificación: 


, Za -7 5 2 5\/-7 5 1 0 
Si A= entonces A“ = porque = 
3 7 3 =2 3 7| 3 -2 0 1 
Si B 4 11 Bi 3 —11 4 111(3 -Iil 1 0 
i B= iS entonces =|; 4 ¡Porque l, 3 H_ 4] Srl 


13 37 
Por tanto AB = le a es una matriz invertible y por el teorema (AB)! = B7 A”. 


3 -11if-7 5 -54 37 
Entonces: (AB )! = = , porque: 
-1 4 4 =2 19 -13 


13 371/(-54 373 (1.0 P 
slo al l ee FE] jel: 
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Como habrá notado en los ejemplos anteriores, sólo se ha considerado matrices de 
orden 2, esto obedece a que el proceso para hallar la matriz inversa de estas matrices es 
relativamente sencillo. 


Veamos el mecanismo para obtener la matriz inversa de una matriz de orden 2: 


o b 
Si A= Ñ a) se define el determinante de A como: det(A) = E , = ad-b.c 
S C 
d -b 
Si det(A)+0 entonces A es invertible y A“ = ande a i 
ad—-bc ad-bc 


Si det(A) = 0 entonces Aes singular y A* no existe. 


Ejemplos: 


3 3 
1. Compruebe que A = 


6 8 es invertible y encuentre la matriz inversa. 


Solución: 


Primero se calcula el determinante de A: det(A) = 3.5-3.6= 15- 18 = -3. 


Como det(A)x*0 existe A“ y utilizamos la forma general de la matriz; en este caso : 


5/-3 -3/-3Y (-5/3 1 
= A = E = = Ats = i 
a=3; b=3; c=6 yd=5 por tanto ka ~] Í 2 E 


Se puede comprobar que este resultado es correcto, porque AA*T=ATA=1. 
l 3 =2 l l 
2. Compruebe que la matriz M -| e å ) no tiene inversa. 


Solución: 
Basta con calcular el determinante: det(M) = 3.4 -— (-2)(-6) = 12 - 12 = O. 


Como det(M) = O la matriz es singular o no-invertible, es decir M“ no existe. 
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Para decidir si una matriz cuadrada A de cualquier orden tiene inversa, se debe calcular 
su determinante; si este es diferente de cero existe la matriz inversa, en caso contrario no 
existe. Pero este proceso para matrices de orden mayor de 3 es muy dispendioso (ver 
unidad 3), por lo que se recurre a la forma reducida de la matriz: si coincide con la matriz 
idéntica existe la inversa, en caso contrario no existe. 


1.3.1. Algoritmo para hallar la matriz inversa 


A continuación se describe el proceso generalizado para hallar la inversa de una matriz 
cuadrada de cualquier orden. 


Algoritmo: 


. Escribir la matriz aumentada (A : I) donde | es la matriz idéntica del mismo orden de A. 


. Llevar la matriz (A : 1) a la forma reducida por filas (C : D). 


. Si la matriz C de la forma reducida es la matriz idéntica entonces la matriz D es la inversa de A. 


Ej los: 
jemplos iS 


1. Hallar si existe, la inversa de la matriz A=|-2 -1 2 
2-2 1 


Solución: Aplicando el algoritmo, 


Se escribe la matriz aumentada(A:l)=|-2 -1 2|0 1 0 


1 2 -21 0 0 1 2 -21 00 
F,+2F, 

=2 -1 2⁄0 1 0 F2F, 0 3 -22 150 

2 —2 110 Y 1 0 -6 3|[-2 0 1 
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0 0 1 2 -21 0 0 
0 3 -22 1 0|—==22 -|0 3 -22 1 0 
0 1 0 0 1/2 2 1 


N 


05 4 2 
06 5 2 
112 2 1 


| 
189) 
N 
— 
= O © 
NS] 
+ 
N 
Heo! 
SO © e 
O w 


0 3 

0.0 

1 2 05 4 2 1 2 05 4 2 

0 3 06 5 2130 1 02 5/3 2/3 

0 0 12 2 1 0 0 12 2 1 

f 4 2 1 0 O01 2/3 2/3 


02 5/3 2/3 |—===—~|0 1 02 5/3 2/3|=(C:D)forma reducida. 
0 0 12 2 1 0 0 12 2 1 


— N 
0] 


Como en la forma reducida(C:D) C =| entonces la matriz inversa de A es: 


Il 2/3 243 
At=|2 5/3 213 
2 2 1 


Este resultado se puede comprobar efectuando los productos A At y A*A y en los dos 
casos el resultado es l, : 


0 0 1 2/3 2/3\/{ 1 2 -2 
1 0ļf=|2 5/3 2/3||-2 -1 2 
0 1 2 2 1 2 =2 1 


1 2 —2\(1 2/3 2/3 1 
-2 -1 2 ||2 5/3 2/3ļ|=ļ0 
2 =2 1 2 2 1 0 


1-1 5 
2. Hallar si existe, la inversa de la matriz B=|0 3 -9 |. 
3 5 -—9 


Solución: Siguiendo el algoritmo se tiene: 
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1 -1 5|1 0 0 1-1 5|1 00 
(B:1)=|0 3 -90 1 O||E£553|0 3 -90 1 0 

3 5 -90 0 1 0 8 -24-3 0 1 

1 -1 5|1 00 1 -1 5|1 0 0 

1 

0 3 -9/0 1:01 35 J0 1 =3/0 1130 

0 8 -24-3 0 1 0 8 -24-3 0 1 

1 -1 511 0 0 1 0 2|1 1⁄3 0 

F, -8F, 
0 1 sfo 1/3 D| [0 1-30 1/3 0|_(c:D) 
0 8 -24-3 0 1 0 0 0|-3 -8/3 1 


Como en la matriz C de la forma reducida aparece una fila nula, esta matriz no es equivalente 
a la idéntica y por tanto la matriz B no tiene inversa. Es decir, B es una matriz singular. 


1.3.2. Aplicaciones 
La aplicación más frecuente del concepto de matriz inversa es para la solución de 
ecuaciones matriciales de la forma A X = B, donde A es una matriz invertible de orden n, 


X es la matriz que se va a calcular (la incógnita). 


Si X es de orden nxm, B también debe ser de orden nxm, entonces la ecuación se resuelve 
aplicando las propiedades del producto de matrices: 


AX=B > AT(AX)=A"B 
> (ATA)X=A"B 


se multiplica a los 2 lados por A”! 
propiedad asociativa 
definición de matriz invertible 


> | X=A7B 
=> X=A"B |, es el módulo del producto de matrices 
Nota: Observe que en el paso (1) el producto por A“ se hace del lado izquierdo a los dos 
lados, debido a que el producto de matrices no es conmutativo. En el paso (4), tenga en 
cuenta que |, es módulo a izquierda porque X es de orden nxm. 


En general, al resolver una ecuación no es necesario realizar todo el proceso anterior, solo 
se utiliza el resultado, es decir: 
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Ejemplos: 


5 3 1 5 7 
1. Resolver la ecuación M z E 
=2 2 -5 9 


Primero se verifica que la matriz 


Solución: 3 
(e 2 


1 
) es invertible. 


Como 


1 
, =6+2=8 la matriz inversa existe, entonces: 


mala T 3 1Y (5 Ts -1/8 e? 

ls al-z 21 Ts alyas 318) "iia 

Se comprueba que el resultado es correcto remplazando M en la ecuación y 
multiplicando: 


3.2 3 1 5 7 

1 4j|-2 2] |-5 9] 
2. Hallar las coordenadas del punto P (1, 2) respecto al sistema de coordenadas X'Y' que 
se obtiene de rotar el sistema inicial XY un ángulo de 45* respecto al origen. 
Solución: 
Si un sistema de coordenadas XY del plano cartesiano se rota un ángulo 6 respecto al 
origen, se genera otro sistema X"Y”, entonces a un punto P del plano le corresponden 
dos pares de coordenadas: el par (x, y) respecto al sistema XY y el par (x”, y) respecto 
al sistema X"Y” (figura 1.2). Estos 2 pares de coordenadas se relacionan por medio de las 
siguientes ecuaciones trigonométricas: 


x = x'cosð — y'sen0 y y= x'senð + y'cosð (ver pagina 306) 


, las cuales se pueden expresar como una ecuación matricial: 


xp cosg —sen0 Y x' cosg  sen0 Y x E x 
y  |senð  cos8 y' = —senð cos0 | y g y' 
Si se efectúa el producto y se aplica la definición de igualdad de matrices, se obtienen las 


dos ecuaciones. 
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cosg  senO 


0 


bes —senQ 


Js llama matriz de rotación y ] es su inversa. 


sen9  cos8 —sen0 cosð 


© es el ángulo de rotación. 

La matriz de rotación permite hallar las coordenadas iniciales a partir de las coordenadas 
en el sistema rotado. Con la matriz inversa se realiza el proceso contrario, es decir, hallar 
las coordenadas en el sistema rotado a partir de las coordenadas iniciales. 


Veamos nuestro caso particular: 


Si los ejes coordenados X y Y se rotan 45° respecto al origen, al punto P de coordenadas 
(1, 2) en XY le corresponden las coordenadas JAERI 2) en el sistema X'Y’ porque: 


E a 


Fig. 1.2 


De la matriz de rotación R,, se puede deducir el ángulo de rotación © con cualquiera de 

, : 3/2 -1/2 
las funciones arcoseno ó arcocoseno. Si R = la 
arcsen(1/2) = 30% o arcos(./3/2) = 30°. 


A E 


) entonces 0 = 30% porque 
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Ejercicios propuestos: 


1. Halle si existe la matriz inversa de: 


1 1 2 1 
1 4 2 
2 4 379 -2 3 -4 1 
a C 
1 2 ) ) 5 -8 11 -4 
La d 
-2 3 -4 2 


1 3 2 1 
2.si asf Jys-| | calcular (AB) 
-2 6 -4 2 


6 0 9 
3. Encuentre la matriz H tal que: -3H1=|-3 -12 0|, 
O -15 3 


4.Si A y B son matrices cuadradas y A es invertible, verifique que: 
(A + BATA — B) = (A - B)A(A + B) 


; T e 
5.Si O = ae encuentre la matriz inversa de R,. 


6. Si zelo 5 


) encuentre el ángulo de rotación . 


7. Las coordenadas de un punto P en un sistema XY’ que se obtiene de rotar los ejes 
coordenados X y Y un ángulo de 30° son (6, -2). Encuentre las coordenadas iniciales de 
P. 


8. Si el punto P tiene coordenadas (-4, 7) en el sistema XY, encuentre las coordenadas de 


E [i F .( T ` 
P respecto al sistemas X’Y’ que se forma por una rotación de a“ respecto al origen. 


9. Si 4=| 1 4 -1 | hallar la matriz X tal que A'X=A. 
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RESUMEN 


Una matriz es un conjunto de elementos dispuestos en forma rectangular y se denota: 
Amn = (a, ), donde A es el nombre de la matriz, mxn es su orden y el subíndice ij indica la 


posición en fila y columna respectivamente de cada elemento. 


Las matrices sirven para recoger mucha información en forma organizada y fácil de analizar 
e interpretar. Un caso particular corresponde a la solución de sistemas de ecuaciones 
lineales por métodos matriciales, para los cuales se hace uso de las formas escalonada y 
reducida de una matriz. 


Una matriz escalonada por filas es una matriz de cualquier orden mxn, en la cual: el 
pivote de cada fila es 1; los elementos por debajo de los pivotes son cero; el pivote de cada 
fila se encuentra a la derecha del pivote de la fila anterior, y las filas nulas (si las hay) son 
las últimas (abajo). 


Una matriz reducida por filas es una matriz escalonada en la que el único elemento no 
nulo de una columna con pivote, es el pivote. 


Toda matriz de cualquier orden es equivalente, por filas, a una matriz escalonada y/o a 
una matriz reducida por filas. 


Con matrices se pueden efectuar las siguientes operaciones: 


e Suma de matrices: se efectúa término a término entre matrices del mismo orden, 
A+B=( a, + op ). El resultado es una matriz del mismo orden de A y B. 


El orden en que se suman las matrices no afecta el resultado (conmutatividad). 


Al sumar más de 2 matrices, el orden en que se agrupan las matrices no afecta el resultado 
(asociatividad). 


La matriz nula es módulo porque cualquier matriz sumada con ella queda igual. 
Para toda matriz existe una matriz opuesta del mismo orden, llamada así porque la suma 
de las dos es la matriz nula. 


e Multiplicación escalar: se efectúa entre un real (escalar) y una matriz, multiplicando 
cada elemento de la matriz por el escalar, rA = ( ra, ). El resultado es una matriz del 


mismo orden de A y se llama múltiplo escalar de A. 
e Producto de matrices: solo se puede efectuar entre matrices cuadradas del mismo 


orden, o entre 2 matrices, para las cuales, el número de columnas en la primera matriz 
debe ser igual al número de filas en la segunda matriz, A „B, =C, O A = ¡Seen 


39 


En el primer caso, el resultado es una matriz cuadrada del mismo orden, en el segundo 
caso, es una matriz con tantas filas como la primera matriz y tantas columnas como la 
segunda matriz. 


El producto de matrices es asociativo, porque se pueden multiplicar mas de 2 matrices, 
sin que la forma de agruparlas para efectuar el producto afecte el resultado ((A.B).C = 
A.(B.C)=A.B.C ). 


El producto no es conmutativo, quiere decir que al efectuar el producto, si se cambia el 
orden de la matrices, el resultado puede ser diferente ( A.B # B.A ). 

En el producto de matrices cuadradas, la matriz idéntica del orden que corresponda es el 
módulo, porque cualquier matriz multiplicada por ella a derecha o a izquierda no cambia 
(A.l=A=LA). 


La matriz inversa de una matriz A es otra matriz B, que al ser multiplicada por A, a derecha 
o a izquierda, da como resultado la matriz idéntica del mismo orden. Se denota como 

B = At, entonces A.A“ = |, = A'A. En tal caso, se dice que A es matriz invertible o no- 
singular. La matriz inversa no siempre existe, es necesario que la matriz sea cuadrada y 
que su determinante sea diferente de cero. 


Para hallar la matriz inversa de cualquier matriz cuadrada, sin tener certeza de si existe o 
no, se desarrolla un algoritmo que consisten en llevar la matriz aumentada (A: | ) ala 
forma reducida por filas. Con este proceso se obtiene la matriz inversa o se puede concluir 
que no existe. Si la matriz inversa de A existe, la forma reducida de (A : I) es (|: A”). 
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GLOSARIO 


Una matriz es un conjunto de elementos dispuestos en forma rectangular ( A 


mxn ). 


El orden de una matriz lo determina el número de filas y de columnas en la matriz. 


Una fila, es el conjunto de elementos dispuestos en forma horizontal ( F. ). 


i 
Una columna es el conjunto de elementos dispuestos en forma vertical (C, ). 


Una matriz cuadrada tiene igual cantidad de filas que de columnas (A, ). 


La diagonal principal de una matriz cuadrada la forman los elementos que se encuentran 
en la misma fila y la misma columna (a, ) 


La matriz idéntica es una matriz cuadrada de cualquier orden, con unos en la diagonal 
principal y ceros en las demás posiciones (1, ). Es el módulo del producto de matrices. 


La matriz nula es una matriz de cualquier orden con todos los elementos iguales a cero 
(O). Es el módulo de la suma de matrices. 


mxn ) 


La matriz opuesta de A es otra matriz (-A) del mismo orden, que se forma con los opuestos 
de los elementos de A ( -A = (-a, )). 


Matrices iguales son las que tienen los mismos elementos en las mismas posiciones ( a, =D), ). 
Una operación elemental es una modificación en los elementos de una matriz. 


Las Matrices equivalentes son las que se obtienen por medio de operaciones elementales 
sobre las filas o las columnas de una matriz ( A=B ). 


Un pivote es el primer elemento no nulo de cada fila, no nulo de una matriz. 
En una matriz escalonada el pivote de cada fila es 1 y se desplazan hacia abajo y a la 
derecha. Los elementos por debajo de los pivotes son cero y las filas nulas son las últimas 


(abajo). 


Una matriz reducida por filas es una matriz escalonada, en la que el único elemento no 
nulo de una columna con pivote, es el pivote. 


Un algoritmo es una secuencia de instrucciones para el desarrollo de un proceso. 


Una matriz idempotente es aquella que al ser multiplicada por ella misma, da como 
resultado la misma matriz ( A? = A.A =A). 
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La Matriz inversa de A, es otra matriz A que al ser multiplicada por A, a derecha o a 
izquierda, da como resultado la matriz idéntica del mismo orden ( A.A" = l, = AA). 


La Matriz invertible o no-singular es aquella para la cual existe la inversa. 
La Matriz singular es aquella para la cual no existe la inversa. 


La Matriz aumentada es aquella que se forma agregando a la derecha de una matriz las 
columnas de otra matriz (A : B). 
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AUTOEVALUACIÓN 


En cada caso seleccione la respuesta correcta. 


1 
1. Dada la matriz A=|0 
0 


o _.o 


0 
1 | ¿cuál de las siguientes afirmaciones es falsa?: 
0 


a) A es triangular inferior 

b) a,, = a,, pero a,, * az, 

c) A es matriz simétrica 

d) A es una matriz de orden 3 


2 1 5 1 
2. Si Axl E s-[ a] el resultado de A +B es: 


790 dN a 
c) 0 ) No existe. 


1.0.0 
3. Si A=|0 0 3|yC=|0 1 0| la segunda fila de la matriz B para la cual 
4 2 0 0 0 1 


3A-B=2C es: 


a) (0 -2 9) b)(3 -2 -6) c)(0 2 -9) d)(-3 2 6) 


2 
© Do o 
o o A 
= a = 
Z 
oO o o 
>o o A 
N N 
2 
>o a oo 
>o o A 
N NN 
2 
OS Ddo o 
© oœ © 
= A ùW 
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0 0 3 
5. La matriz inversa de |0 3 0| es: 


300 
100 0 0 1/3 0 0 -3 1/3 0 0 
a)|0 1 0 b)| 0 1/3 0 c) 0 -3 0 d)| 0 1/3 0 
0.01 1/3 0 0 -3 0 0 0 0 1/3 


6. Si A y B son matrices cuadradas, la única afirmación verdadera es: 


a)(A +B)! =B! +A! 

b) Se pueden efectuar los dos productos AB y BA. 
c) ( AB Y! = A“ B7 

d) A y B son matrices singulares 


02 1 
7. La forma escalonada de la matriz |3 0 1ļes: 
0 0 1 
1 0 1/3 0 1 1/2 0 1 1 
a)j0 1 1/2 b)|1 0 1/3 c)|1 0 1 d) Ninguna de las anteriores 
0 0 1 0 0 1 0 0 1 


Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera (V) o falsa (F): 


8. Toda matriz cuadrada tiene inversa. 


2 4 
9. La matriz i a es singular porque su determinante es igual a cero. 


10. Si A y B son matrices cuadradas del mismo orden, (A + B)(A — B) = A?- B? 


2 -3 
11.Si M=|5 4 | entonces m,, = m, - m, 
0 1 


12. Una matriz fila y una matriz columna siempre se pueden multiplicar. 
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13. Toda matriz reducida es una matriz escalonada. 


2 -3 5 0 
14. Las matrices A=|5 4 |y B=|5 4| son equivalentes porque B se obtuvo 
0 1 0 1 


sumando 3 a cada elemento de la fila 1 de la matriz A. 
15. Toda matriz de orden 2 se puede escribir de la forma: 


Ñ a] t a t j É p) : 1] 
=a +b +c +d 

c d 0 0 0 0 1 0 0 1 

RETROALIMENTACIÓN 


Respuestas a los ejercicios propuestos. 


8 6 5 


Sección 1.1 (página 13): 1. la 14 18 12 


) matriz tamaño-mezcla. 


2a) 7 2b)3 2c) en febrero 2d) azules de lujo 2e) en febrero 2f) en febrero 2g) 35 


3a) A C 3b) 


RR O PO 
Oo oQo =l 
O Pr. 0Cqo 
Oo noo 
OOO Be 

A 

> 

II 

[o 

po 

II 

| 

N 

II 

| 


D 


5a) AyC 5b)A,B,CyD 5ce)C 5d)CyH 5e)C,EyR 


, 85 5 5 
e 59 5 5 
6a) E i o | Sb)[5 510 5 
LA A 
E 5555 
1000 100 4 -8 
10 0 
0100 0 1 5 -4 7 
7a)|0 1 -3/2| 7b) 7c) 
0010 0000 0 
00 0 
0001 000 0 0 
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8. Al intercambiar filas por columnas los elementos de la diagonal principal quedan fijos, y 
el único elemento que es igual a su opuesto es cero. 


Sección 1.2 (página 28): 1. a= 5, b= 0, c= 1 y d= 1 


US 1 6 
o 1-2/3 2 1⁄3 aB- a -14 a 
5 M1» Sle a ai 
a xaa N A a O OO 
RR a aa al a a o ioar ~ 
12 11 19 
5. AX=|5 $ 10ļ|=BX 6. 4x? — 2xy + 4XZ + 2yz 
18 16 26 
0 1 0Y(0 10/010) (50 0 1.00 
7.A3=|0 o illo o 1||o o 1|=|0 5 O|=5|0 1 0|=5il, 
s o olls o ojis o of lo o 0 0 1 
t a iL Í 1 i l 
8&A?=|1 1 1ıļ|1 1 1l=l1 1 1|=A 
A A A AS 
E 4 2 UA <-12 71 O =i =112: 10 
911423 1/2 4 1 5/2 1/2 0 i 1/2 
Je 0 ta ala 1 + aaa 1 6-3 
32 1 5 UE 2 12 3 -W2 1/2. 31% 0 
EE a 3 0 1 
Ti g a 0 -2 3 
2% dl 
19 3 11 
4 0 -3 


Sección 1.3 (página 38): 1a) No existe 1b)| 3  -1/2 -3/2 c)| said 
4 -1/2 -5/2 
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4/7 15/7 -12/7 


5/48 -7/96 i 
>. ) 3-17 07 3% es a 


7/24 —5/48 
-5/7 -10/7 8/7 y3/2 1/2 


6. 0=7 = 180° AOFI) 8. (-2 5+3 2V3) 


Solución Autoevaluación Unidad 1: (página 43) 

1. La respuesta correcta es c). La fila 2 de la matriz es diferente de la columna 2 de la 
matriz, y una condición para que una matriz sea simétrica es que cada fila sea igual a la 
correspondiente columna. 


2. La respuesta correcta es d). La suma de matrices está definida sólo para matrices del 
mismo orden, porque se suman entre sí los elementos en la misma ubicación. 


3. La respuesta correcta es a). Si BA -B = 2C entonces B = 3A - 2C, por tanto 


<= 4 1050 3 3 
B=3|0 0 3|-2|0 1 O|=f0 -2 9 | luego la fila 2 de Bes (0 -2 9). 
4 2 0 0 0 1 2 € =2 


0 2 11f0 2 1 6 0 3 
4. La respuesta correcta es d). A2=AA=|3 O 1||3 O 1|=|0 6 4 
0 0 1/0 O 1 0 0 1 


5. La respuesta correcta es b). Si se efectúa el producto entre una matriz y su inversa, el 
resultado es la matriz idéntica. En este caso: 


0.0 310 0 1/3 1.0.0 0 0 1⁄3\0 0 3 
0 3 0l|O 1⁄3 0 |=]0 1 0ļ=| 0 1/3 0 llo 3 0 
3 0 0|l11/3 0 0 0 0 1 1/3 0 013 00 


6. La respuesta correcta es b). Uno de los casos para los cuales está definido el producto 
de matrices, es para matrices cuadradas del mismo orden, pero no toda matriz cuadrada 
es invertible por lo que no se puede hacer ninguna de las otras afirmaciones. 
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7. La respuesta correcta es a). Efectuando operaciones elementales sobre la matriz 


0 2 1 301, 1.0 1/3 

Ri 
3 0 1 Ken 30 2 1 1 o 1 1/2 

JP , se tiene la forma escalonada porque los 
0 01 o o 10 0 1 


pivotes son 1, los elementos por debajo de ellos son cero y se desplazan a la derecha. 


2 0 
8. La afirmación es falsa. Un contraejemplo es la matriz A = no! esta matriz es cuadrada 


pero det(A) = 2.0 - 0.1 = 0, por tanto la matriz inversa de A no existe. 


9. La afirmación es verdadera. Si el determinante de una matriz es cero no existe la matriz 
inversa, es decir, la matriz es no-invertible o singular. 


10. La afirmación es falsa. Aplicando la propiedad distributiva del producto de matrices 
se tiene: 

(A + BA - B) = AA - AB + BA - BB = A? - AB + BA - B? x A? - B? 

el producto de matrices no es conmutativo razón por la que — AB y BA no se anulan. 


11. La afirmación es falsa. La matriz M tiene sólo 2 columnas, por tanto, el elemento m, 
que corresponde a la segunda fila y la tercera columna no existe. 
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12. La afirmación es verdadera. Una matriz fila F es de orden 1xn y una matriz columna C 
es de orden mx1, por tanto se puede efectuar el producto CF y el resultado es una matriz 
de orden mxn. 


13. La afirmación es verdadera. Una condición para que una matriz sea reducida (por filas 
o columnas), es que sea escalonada (por filas o columnas respectivamente). 


14. La afirmación es falsa. Dos matrices son equivalentes si una se obtiene a partir de la 
otra por medio de una o más operaciones elementales, pero sumar una constante a los 
elementos de una fila no es una operación elemental. 


15. La afirmación es verdadera. Si se efectúan las operaciones de suma y multiplicación 


a b 
escalar indicadas del lado derecho, el resultado es la matriz o) independientemente 
de los valores para las constantes a, b, c, y d. y 
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2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


“El planteo de ecuaciones es como la traducción de un leguaje a otro”. 


Newton. 


INTRODUCCIÓN 


Los sistemas de ecuaciones son una herramienta de gran utilidad en el planteamiento y 
solución de problemas de aplicación en diferentes áreas del conocimiento: en economía 
existe un conocido modelo matemático llamado Modelo de Leontief, que relaciona oferta y 
demanda entre diversos sectores de una economía en cierto período de tiempo; en química 
para el balanceo de ecuaciones; en ciencias de la salud para la descripción de dosis de 
medicamentos; en ingeniería existen diferentes modelos de aplicación para la descripción 
de fenómenos físicos, para calcular costos, o para el ajuste de curvas a una serie de datos 
tomados en un experimento. 


Los sistemas de ecuaciones lineales tienen representación geométrica para los casos de 
ecuaciones con 2 y 3 variables. La representación geométrica de una ecuación lineal con 1 
o 2 variables en el plano, es una recta y de ecuaciones con 1, 20 3 variables en el espacio, 
es un plano; las ecuaciones lineales con mas de 3 variables no tienen representación 
geométrica pero si tienen interpretación analítica. 


Con o sin interpretación geométrica, los sistemas de ecuaciones se utilizan para diseñar 
modelos matemáticos que permiten resolver problemas reales en áreas como la ingeniería 
o la economía, independientemente de si el problema tiene solución única, infinitas 
soluciones, o es inconsistente. 


Aunque existen diferentes métodos de solución para los sistemas de ecuaciones, en esta 


unidad se estudiaran solo 3 de ellos: Eliminación de Gauss, Reducción de Gauss-Jordan 
y la matriz inversa para la solución de la ecuación matricial. 
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OBJETIVO GENERAL 


Estudiar paralos sistemas de ecuaciones lineales: tipos de solución con sus correspondientes 
interpretaciones, métodos matriciales de solución y aplicaciones a la ingeniería. 


OBJETIVOS ESPECÍFICOS 


- Interpretar y generalizar los tipos de solución para un sistema de m ecuaciones 
lineales con n variables. 

- Aplicar diferentes métodos matriciales para resolver un sistema de ecuaciones 
lineales 

. Utilizar los sistemas de ecuaciones lineales en el planteamiento y solución de 
problemas aplicados a la ingeniería. 


CONTENIDO 


2.1. Generalidades 
2.1.1. Sistemas de ecuaciones lineales (S.E.L. ). 
2.1.2. Sistemas lineales homogéneos (S.L.H. ). 


2.2. Métodos de solución. 

2.2.1. Eliminación de Gauss. 

2.2.2. Reducción de Gauss-Jordan. 
2.2.3. Solución de la ecuación matricial. 


2.3. Aplicaciones. 


2.3.1. Problemas con solución única. 
2.3.2. Problemas con más de una solución. 
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2.1. GENERALIDADES 


Definición: Se llama ECUACIÓN LINEAL con n variables a una ecuación de la forma: 


AN, FAA Pri Ax =b 


donde: x,,x,,...x, son las VARIABLES, todas de grado 1 
ap 2, . . . 2, Son constantes reales llamadas COEFICIENTES de las variables y b se llama 
TERMINO INDEPENDIENTE porque no es un coeficiente. 


Cada sumando de la ecuación es de grado 1 y ningún término es producto de dos o más 
variables. 


Ejemplos: 


1. La ecuación 3x, -9X, + X,—X,=/ es una ecuación lineal con 4 variables x,, X,, 
X, Y X, ; los coeficientes son: a, =3, a,=-5, a,=1,a,=-1 y b=7 esel 
término independiente. 


2. La ecuación 3x + 4y- 2z = 0 es una ecuación lineal donde las variables son: x, y 
y z; los coeficientes son: 3, 4 y -2 y el término independiente es 0. 


3. La ecuación a+ b+c =d es una ecuación lineal en la cual a,b,c y d son las 
variables; 1, 1, 1 y —1 los respectivos coeficientes y O es el término independiente. 
(a+b+c-d=0). 


4. La ecuación 3x- 5y? + 2z = -4 no es lineal porque la variable y es de grado 2. 


5. La ecuación xy + 5z" + y = 3y no es lineal porque el término xy es de grado 2 y la 
variable z no es de grado 1 (tiene exponente -1). 


Definición: Se llama SOLUCIÓN de una ecuación lineal con n variables a un conjunto de n 
valores reales C,, C,, .. . C, tales que, al ser sustituidos por x, X, ... yx, respectivamente, 
satisfacen la igualdad. 


RESOLVER una ecuación lineal es hallar la(s) solución(es). 
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Ejemplos: 


1. El conjunto Cc, = 2, C,=3, C¿=-1 y C,= 4 es una solución de la ecuación 
a+b+c- d=0 porquesi a=2, b=3, c=-1y d=4 la igualdad se cumple: 
2+3-1-4=5-5=0. 


Otra solución de esta ecuación es: a=-3, b=-5, c=6y d = -2 (verifíquelo). 


2. La ecuación 3x, -9X, + X, — X, = 7 tiene muchas soluciones, algunas de ellas son: 
x,=0,X,=1,X,=9,X,=-3; X,=0,x=0,X,=7,X,=0. 
X,=9,X,=3,X,=14,X,=7; X,=7,X=4,X,=9, Xx,=3. 


Casos particulares de ecuaciones lineales son las ecuaciones con 2 o 3 variables, que 
geométricamente representan una recta en el plano (R?) ó un plano en el espacio (R°), 
respectivamente. 


Interpretación geométrica: 

(1) La ecuación lineal con 2 variables: ax + by = c. 

Es una recta en el plano (R°), que se puede graficar si se conocen dos puntos, es decir dos 
soluciones de la ecuación. Como una recta tiene infinitos puntos, la ecuación tiene infinitas 
soluciones porque cada punto corresponde a una solución. 

Ejemplo: Graficar la ecuación 4x + 2y = 6. 

Solución: 

Dos soluciones de esta ecuación son:x=0; y=3 y x=3/2; y=0 por tanto dos puntos 


de la recta son: (0, 3) y (3/2, 0) con los cuales se puede graficar la recta en el plano 
cartesiano (figura 2.1): 
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(2) La ecuación lineal con 3 variables: ax + by + cz = d. 


Es un plano en el espacio (R°?) que se puede graficar si se conocen tres puntos, es decir, 
tres soluciones de la ecuación. Como un plano tiene infinitos puntos, la ecuación tiene 
infinitas soluciones porque cada punto corresponde a una solución. 


Ejemplo: Graficar la ecuación 15x + 5y + 6z = 15. 


Solución: 

Tres soluciones de esta ecuación son: x=0, y=0,z=5/2;x=1,y=0,z=0 y 
x=0, y=3,z=0; por tanto tres puntos del plano son: (0, O, 5/2) ; (1, 0,0) y 

(0, 3, 0) con los cuales se puede graficar el plano. (figura 2.2): 


También representan planos en el espacio (R$) las ecuaciones: 


Z=k X=k y =k 


aG 


ma 
a 
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Las figuras 2.3. (a), (b) y (c), ilustran las gráficas de los planos que corresponden a las 


ecuaciones: 
z=3/2;x=2 y y=1 respectivamente. 


Las ecuaciones lineales con 2 variables: x,y O x,z O y,z representan planos ortogonales 
alos planos coordenados XY, XZ y YZ respectivamente. (Grafíquelos) 


2.1.1. Sistemas de ecuaciones lineales 


E RO = b 
so Cari Hd, táp% +- +a, X, =b, 


a m + a m2%2 + a m3 %3 e A mn¥n = bn 


Definición: Se llama SOLUCIÓN de un sistema de m ecuaciones lineales con n variables, 


a un conjunto de n valores reales C,, C,, ... C, tales que al ser sustituidos por x}, Xp... Y 
x, respectivamente, satisfacen la m igualdades del sistema. 


Ejemplos: 


es un sistema de orden 2 porque tiene 2 ecuaciones y 2 variables. 


5x—-3y=-l1 
x+2y=5 


Este sistema de ecuaciones tiene solución: x= 1; y=2 porque: 
Remplazando en la primera ecuación se tiene  5:1-3:2=5b-6=-1 


Remplazando en la segunda ecuación se tiene 1+2:2=1+4=5 
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xty+tz=3 
2.3 2y+z=2 esun sistema de orden 3 porque tiene 3 ecuaciones y 3 variables. 


y+2z=2 
Este sistema tiene como solución: : x= > ; y= = y z= > porque 
; o 2 
Remplazando en la primera ecuación: Š + l + : z : = 
or 2 2 
Remplazando en la segunda ecuación: 2:7 +2 = a + 2 = E =2 
3 3 3 3 3 
o 2 6 
Remplazando en la tercera ecuación: £ +2: a A + $ cis 2 


x +2x, +x, =$ 
A | A es un sistema de orden 2x3, hay 2 ecuaciones y 3 variables. 


=2x, +2x, =2 
Este sistema tiene mas de una solución, 2 de ellas son: 
x,=10;x,=-1;x,=0 y x,=4;x,=1;x=2 (verifíquelo) 


RESOLVER un sistema de ecuaciones lineales es hallar el conjunto de soluciones que 
satisfacen todas las ecuaciones del sistema. 


Para un sistema de ecuaciones lineales hay tres posibilidades de solución: 


El sistema tiene solución única. 
(2) Existen infinitas soluciones. 
(3) El sistema es inconsistente, es decir no tiene solución. 


Interpretación geométrica: 
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(1) Para un sistema de ecuaciones con 2 variables: 


Una ecuación lineal con 2 variables representa una recta en el plano, por tanto dos 
ecuaciones representan dos rectas, las cuales pueden ser iguales o diferentes, y siendo 
diferentes pueden ser paralelas o no paralelas (secantes). 


Si son iguales, tienen todos los puntos (infinitos) en común, entonces el sistema tiene 
infinitas soluciones (figura 2.4 (a)). 


Si son diferentes y paralelas no tienen puntos en común, entonces el sistema no tiene 
solución, es inconsistente (figura 2.4 (b)). 


Si las rectas son secantes solo tienen un punto en común, entonces el sistema tiene 
solución única. Las coordenadas del punto de intersección son la solución del sistema de 
ecuaciones (figura 2.4.(c)). 


CONCLUSIÓN: La solución de un sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 incógnitas, 
geométricamente es el conjunto de puntos de intersección de las rectas: uno, todos o 
ninguno. 


Si el sistema tiene 3 o mas rectas, es decir, si hay mas de 2 ecuaciones para que la solución 
sea única, todas las rectas se deben intersectar en el mismo punto (figura 2.5(c)). 


Si hay mas de 2 rectas, todas deben coincidir para que el sistema tenga infinitas soluciones 
(figura 2.5(a)). 


(a) (b) (c) 


Fig. 2.5 


En un conjunto de 3 o mas rectas, es suficiente que una de ellas no se intersecte con las 
demás en el mismo punto para que el sistema de ecuaciones sea inconsistente (figura 
2.5(b)). 
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En la figura (a): L, = L, = L, = L, las rectas son iguales. 
En la figura (c): LAL, oL AL, = {P } las rectas se intersectan en un solo punto P. 
En la figura (b): las rectas no se intersectan en el mismo punto. 


(2) Para un sistema de ecuaciones con 3 variables: 


Fig. 2.6 


Si la ecuación tiene 3 variables representa un plano, por tanto, un sistema de ecuaciones 
lineales con 3 variables, geométricamente representa un conjunto de planos que pueden 
ser iguales o diferentes, paralelos, o secantes, y en este último caso, la intersección puede 
ser un punto o una recta. 


Si dos de los planos son paralelos y diferentes, el correspondiente sistema de ecuaciones 
es inconsistente (figuras 2.6 (a) y (c)). 


Si la intersección de los tres planos es solo un punto (como la esquina de confluencia de tres 
paredes en una habitación), el sistema de ecuaciones tiene solución única (figura 2.6 (e)). 


El sistema tiene infinitas soluciones en los siguientes casos: cuando todos los planos 


coinciden (figura 2.6 (d)), o cuando la intersección entre ellos es una recta como la 
confluencia de 2 paredes en una habitación o las hojas de un libro abierto (figura 2.6 (b)). 


Todo sistema de ecuaciones lineales de orden mxn se puede definir por medio de una 
ecuación matricial de la forma: A X = B, donde: 
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Ama es la matriz que se forma con los coeficientes. 
X es la matriz que se forma con las variables . 
B es la matriz que se forma con los términos independientes. 


Qi Gp ag ain |% b, 
aX + 0,X, + 03% +: +A pX, =0, Da Ma iia a, X, b 
n 2 
4)¡X, 40) X, 43X +4), X, =D, S la, ap ap > a ale 
. n 3 
amX $ AX tap X HH Apn Xy = Dp ni ap apa a X b 
m m m mn n m 
A xX B 


Teorema 1: Un sistema de ecuaciones lineales (S.E.L.) de orden n tiene solución única si y 
sólo si la forma reducida de la matriz de coeficientes, es la matriz idéntica l, de orden n. 


Teorema 2: Si un sistema de ecuaciones lineales (S.E.L.) tiene menos ecuaciones 
que variables, entonces, o el sistema tiene infinitas soluciones, o no tiene solución (es 
inconsistente). 


Ejemplos: 
x+y=1 


1. Hallar todos los pares de números (x, y) que satisfacen las ecuaciones: a 
X y= 


Solución: Utilizaremos el método de eliminación. 
x+y=1 0) x+y=1 o, x=-4 
2x+3y=7 y=3 y=5 


(1) Multiplicamos la primera ecuación por (-2) y se la sumamos a la segunda. 
(2) Multiplicamos la segunda ecuación por (-1) y sumamos el resultado a la primera. 


Se observa que se tiene solo una solución: (x, y) = (-4, 5). 


2. Hallar todos los pares de números (x, y) que satisfacen las ecuaciones: 


x-2y=-2 
2x-4y =-4 
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Solución: Multiplicamos la primera ecuación por (-2) y se la sumamos a la segunda: 


y 
le á > x1-2y=>2 


2x-4y=-4 


Se puede verificar que las 2 ecuaciones representan la misma recta, entonces el sistema es 
equivalente a la primera ecuación y esto implica que tiene infinitas soluciones (teorema 2). 


3. Hallar todos los pares de números (x, y) que satisfacen las ecuaciones: 


x+y=2 
x+y=3 


Solución: Multiplicamos la primera ecuación por (-1), y se la sumamos a la segunda: 


x+y=2 , , i 
O= 1 lo cual es una inconsistencia. 


x+y=3 


En este caso se puede verificar gráficamente que las 2 rectas son paralelas. Se concluye 
entonces que el sistema de ecuaciones es inconsistente. 


2.1.2. Sistemas lineales homogéneos 


Definición: Un sistema de ecuaciones lineales se llama SISTEMA LINEAL HOMOGENEO 


(S.L.H.), si en todas las ecuaciones el término independiente es cero. 


aX Fa. Fa + ta, x =0 


SO 


a, X, +4, X, +4,X, +: +a, Xx =0 
Se denota: o a 2n%n a A X 


mxn * nxi mx1 


DARA Aa, == 
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Ejemplos: 
x +z=0 


Los sistemas de ecuaciones 3-x+y+z=0 y 


| 3%, +x, =%, =0 
4x+y =0 


13x +5x, +x; =0 


son sistemas lineales homogéneos porque en cada uno de ellos todos los términos 
independientes son cero. 


Un S.L.H. se caracteriza porque siempre tiene solución. Si todas las variables toman el 
valor de cero, se satisfacen todas las ecuaciones, entonces: 


1x,=0;x,=0;x,=0; ...; x, = O es una solución del sistema de ecuaciones y se llama 
solución trivial. 


Si el sistema es de solución única, esta solución es la trivial. 
Sin embargo pueden existir otros valores de las variables, no todos iguales a cero, que 


satisfagan todas las ecuaciones, en tal caso el sistema tiene infinitas soluciones. 


CONCLUSIÓN: Un sistema lineal homogéneo (S.L.H.) siempre es consistente (tiene 
solución) y existen dos posibilidades: solo tiene la solución trivial o tiene infinitas soluciones. 
Pero en el caso de infinitas soluciones, está incluida la solución trivial. 


Teorema 3: Todo sistema lineal homogéneo (S.L.H.) con menos ecuaciones que variables 


tiene infinitas soluciones. 


Demostración: 

Si el sistema tiene menos ecuaciones que variables, por el teorema 2, tiene infinitas 
soluciones o no tiene solución; pero como un sistema homogéneo siempre tiene al menos 
la solución trivial. Se concluye que el sistema tiene infinitas soluciones. 


Ejemplos: 
x +z=0 
1. Hallar todas las ternas (x, y, z) que satisfacen las ecuaciones ¿—x+y+z=0 
4x+y =0 
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Solución: Utilizamos el método de eliminación. 


x +z=0 
—2 Z 
—-x+y+z=0 () 5 A+ yoÚ Q) s e=sD=s = 
4x+y=0 
4x+y =0 


(1) Multiplicamos la primera ecuación por (-1) y se la sumamos a la segunda. 
(2) Multiplicamos la primera ecuación por (-1) y sumamos el resultado a la segunda. 


Remplazando x = O en la primera ecuación se tiene z = 0, y remplazando en la tercera 
ecuación se tiene y = O. Concluimos entonces que existe sólo una solución, la trivial: 


(x, y, z) = (0, O, 0). 


) 5x +x, -x =0 
2. Hallar todas las ternas (x,, x,, x,) que satisfacen las ecuaciones 
13x +5x, +x, =0 


Solución: Sumamos la primera ecuación a la segunda: 
5x +x, -x =0 i Š r 8 6 

> 18x,+6x,=0 > 3x,+x,= 
13x +5x, +x; =0 j a SS 


Por el teorema 3 se concluye que hay infinitas soluciones. 


Ejercicios propuestos: 


1. Decida si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera (V) o falsa (F) 
Justifique su respuesta: 


a) La solución de un sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 variables, es un par 
ordenado que satisface ambas ecuaciones. 

b) Es posible tener un sistema lineal homogéneo con exactamente 3 soluciones. 

c) Un sistema de ecuaciones lineales consistente, tiene mas de una solución. 

d) Un sistema lineal homogéneo con mas variables que ecuaciones, tiene infinitas 
soluciones. 

2x-3y+4z=-8 


2.Six=1, y=2, z=-1 es una solución del sistema de ecuaciones f 
x+y-z=4 


Decida si el sistema tiene o no infinitas soluciones. ¿Por qué? 
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3. Escriba ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales con las características dadas en 


cada caso: 


) No homogéneo de orden 3x4. 

) Homogéneo con infinitas soluciones. 
) De orden 2x3 que sea inconsistente 
) Que represente un conjunto de 3 planos que se intersectan en un solo punto. 


4. Las siguientes matrices corresponden a la forma reducida de algunos sistemas 


lineales homogéneos: 


1.00 1 0 1000 
ajo 0 1 b)ļo 1 c)o0o 100 d) 
00 0 0 0 0011 


>o om. © 


1 
0 
0 
0 


¡E © 


ooo 


Decida en cada caso si el sistema tiene solución única o infinitas soluciones. Justifique 


sus respuestas. 


5. Escriba para cada uno de las siguientes ecuaciones matriciales el sistema de 


ecuaciones correspondientes: 


0.0.0 1Yx 0 
0 1 0 0]||x, -1 
Cc) = 
0 0 1 0llx 0 
1 0 0 0j(x, 1 
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2.2. MÉTODOS DE SOLUCIÓN 
Existen varios métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales: 


1. Método de eliminación de Gauss. 

2. Método de reducción de Gauss-Jordan. 

3. Solución de la ecuación matricial con la matriz inversa. 
4. Regla de Cramer. 

5. Métodos de aproximación numérica. 


En esta sección solo trabajaremos los tres primeros métodos, los cuales se desarrollan con 
el uso de matrices. El método llamado regla de Cramer se estudia en la unidad 3 como 
aplicación de los determinantes. Los métodos de aproximación numérica son tema de otra 
asignatura llamada Métodos Numéricos. 


Los dos primeros métodos hacen referencia a la matriz aumentada del $. E. L. 


Definición: Se llama MATRIZ AUMENTADA de un S.E.L. a la matriz que se forma con los 
coeficientes de las variables, aumentando al lado derecho, la columna de los términos 


independientes de las ecuaciones. Se denota [A : B] donde A es la matriz de coeficientes 
y B es la columna aumentada. 


Ejemplo: 

x-2y-3z=-1 
3x+5y+2z=8 
x+y+z=4 
2x+7y+5z=9 


Para el sistema de ecuaciones lineales: 


1 -2 -3-1 
3. 5 218 
1 1 114 
2 7 3|9 


la matriz aumentada es: [A : B] = 


donde la matriz del lado izquierdo es la matriz de coeficientes y la columna del lado 
derecho se formó con los términos independientes de las ecuaciones. 
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2.2.1. Eliminación de Gauss 

Es la forma simplificada y generalizada del método de eliminación descrito en la sección 
anterior, mediante el uso de las matrices. Consiste en “triangulizar” la matriz aumentada 
del S. E. L. 


Algoritmo: 


Escribir la matriz aumentada [A : B] del sistema de ecuaciones. 
Llevar la matriz [ A : B ] a la forma escalonada por filas [C : D]. 


(1) 

(2) 

(3) Escribir el sistema de ecuaciones asociado a la matriz escalonada [C : D]. 

(4) Hallar el valor de cada una de las variables por sustituciones sucesivas a partir de la 
última ecuación. 

(5) Escribir la solución del sistema de ecuaciones. 


En el paso (2) debe analizarse la forma de la matriz escalonada, para identificar el tipo de 
solución : 


- Si C es matriz triangular superior con unos en la diagonal principal, el sistema tiene 
solución única y se continua con los pasos (3), (4) y (5) 


- Si en la matriz aparece una fila de ceros excepto en la última columna, el sistema 
es inconsistente. 


- Si la matriz no presenta inconsistencia pero tampoco corresponde a solución única, 
el sistema tiene infinitas soluciones y se caracteriza porque tiene menos ecuaciones 
que variables. 


Nota: Todo S.E.L. se puede representar por medio de una matriz y recíprocamente a toda 
a matriz se puede asociar un S. E. L. 


Ejemplos: 


1. Utilizando el método de Eliminación de Gauss, hallar la solución del siguiente sistema 
de ecuaciones 


x-2y-3z=-1 
3x+5y+2z=8 
x+y+z=4 

2x+7y+5z=9 
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Solución: Se aplica el algoritmo 


1 -2 -3-1 

, 3 5 218 

1. Matriz aumentada del sistema de ecuaciones: Ij ia 
2. 7 519 


2. Se lleva la matriz a la forma escalonada por filas: 


1 -2 -3-1 l =2 -3-1 

3 5 28 0 O 11 110/11 e) 
11 ala lo 3 als|[o >” 
2 7 5l9 0 11 11/11 

1 -2 -3-1 1 -2 -3-1 

0 HT 0 q AA 
0 3 als AA ¿2 [=16:D] 
0 0 0/0 0 010 


(1): La fila 1 multiplicada por (-3) se le sumó a la fila 2 
multiplicada por (-1) se le sumó a la fila 3 
multiplicada por (-2) se le sumó a la fila 4 


(2): La fila 2 multiplicada por (-1) se le sumó a la fila 4. 
La fila 2 se multiplicó por (1/11) 


(3): La fila 2 multiplicada por (-3) se le sumó a la fila 3 


3. Se escribe el sistema de ecuaciones que corresponde a la matriz escalonada: 


x-2y-37=-1 
y+z=1 
2=2 
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Como ya se tiene el valor de la variable z, en la segunda ecuación se despeja la variable 
y y se remplaza el valor de z: 
y=l=z => p=l-2=3 yp=- 


En la primera ecuación se despeja la variable x y se remplazan los valores de z y y: 


x=-1 + 2y + 3z => x=-1+2:(-1)+3:2=-1-2+6 => yag 


Respuesta: El sistema tiene solución única: x=3; y=-1;z=2 


Nota: Aunque se ha seleccionado un sistema de solución única para ilustrar la aplicación 
del método de eliminación de Gauss, este método se puede utilizar en cualquier caso, es 
decir para infinitas soluciones o para decidir la inconsistencia del sistema de ecuaciones. 


A 34 +x =l 
2. Encuentre valores de la constante k para que el sistema 2x, +x —x, =-1 


db 5x, -8x, + -2)x, =k 


a) solución única 
b) infinitas soluciones 
c) ninguna solución 


Solución: Utilizando el método de eliminación de Gauss 


1l 3 1 1 


La matriz aumentada|2 1 -1 |-1 |se lleva a la forma escalonada por filas: 
5 -8 K*-2k 
1 -3 1 1 1 -3 1 1 
2 1 -1-1| 23% [0 7 -3|-3 |—£%> 
5 -8 K-2k 0 7 k-Ik-5 
l =3 1 1 l- 3 1 1 
0 7 -3|-3 OJO 1 -3/71-3/7|=[C:D] 
—» 
0 0 k*-4k-2 0 0 k-4k-2 
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Respuesta: 


Hacemos el análisis sobre la última fila de la matriz escalonada, para que se den las 
condiciones que corresponden a cada tipo de solución: 


a) El sistema de ecuaciones tiene solución única si la constante k toma valores 
diferentes de 2 y -2, en tal caso k*-— 4%0 y se puede convertir en 1. 

b) El sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones cuando k = 2, en tal caso la 
última fila se anula y el sistema queda con menos ecuaciones que variables. 

c) El sistema de ecuaciones no tiene solución cuando k = -2 porque la última fila 
es de ceros excepto en la columna aumentada (4). 


2.2.2. Reducción de Gauss-Jordan 
En este método se trabaja un poco más la matriz aumentada del S.E.L. pero se evitan las 


sustituciones sucesiva, consiste en “diagonalizar” la matriz. En el caso de un sistema con 
solución única, ésta se lee directamente en la forma reducida de la matriz aumentada. 


Este método es el más adecuado especialmente para sistemas de ecuaciones con infinitas 
soluciones o para S.L.H. 


Algoritmo: 


Escribir la matriz aumentada [A : B] del sistema de ecuaciones. 
Llevar la matriz [ A : B ] a la forma reducida por filas [C : D]. 


(1) 
(2) 
(3) Escribir el sistema de ecuaciones asociado a la matriz reducida [C : D]. 
(4) Escribir la solución del sistema de ecuaciones. 


En el paso (2) se analiza la matriz reducida, para decidir a cual de las tres casos corresponde 
la solución : 


- Si la parte de los coeficientes (C) es la matriz idéntica, el sistema tiene solución 
única y se lee la respuesta. 


- Si en la matriz aparece una fila de ceros excepto en la última columna, el sistema 
es inconsistente. 


- Si la matriz no presenta inconsistencia pero tampoco corresponde a solución única, 


el sistema tiene infinitas soluciones y el sistema de ecuaciones asociado a la matriz 
reducida tiene menos ecuaciones que variables. 
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Ejemplos: 
1. Aplicando el método de reducción de Gauss-Jordan, determinar todas las soluciones 


del siguiente sistema de ecuaciones: 


x+y-z+w=3 

2x-y-z+2w=4 
-3y+z =-2 

-3x+3y+2-3w=-5 


Solución: Siguiendo el algoritmo 


1. Escribimos la matriz aumentada: [A : B] = 


1 1 = 1ļl3 11-113 
2 -1 -1 2|4| o -3 1 0-2| , 
æi oal “o= i ga 
+ $ 1 as 0 6 -2 0/4 
Li a ia EE mu 
0 1 -1/3 02/3 0 1 -1/3 0/2/3 
6) = [C : D] 
o0 0 010 0o00 0 olo 
o0 0 oļo o0 o olo 


(1): La fila 1 multiplicada por (-2) se sumó a la fila 2 
multiplicada por 3 se sumó a la fila 4 


(2): La fila 2 multiplicada por (-1) se sumó a la fila 3 


multiplicada por 2 se sumó a la fila 4. 
La fila 2 se multiplicó por (-1/3) 
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(3): La fila 2 multiplicada por (-1) se le sumó a la fila 1. 
Observando la matriz reducida [C : D], se puede concluir que el sistema tiene infinitas 


soluciones porque la matriz C no es la matriz idéntica, pero tampoco presenta 
inconsistencia. 


3. El sistema de ecuaciones asociado a la matriz reducida [C : D] es: 


=142z 
127 


Observe que el sistema tiene menos ecuaciones (2) que variables (4) 


4. Para tener una solución se deben asignar valores a las variables z y w. 
z y w, se llaman variables independientes porque toman cualquier valor real. 
x y y se llaman variables dependientes porque sus valores dependen de los 
valores asignados a z y w. 


Respuesta: 


Si z=1 entonces y= 


9 
Si w= 2 entonces x= 2 + aña 2=3-2=1 


wN 


Por tanto, una solución del S.E.L. es: x=1;y=1;z=1;w=2 


Otras soluciones se obtienen dando az y a w diferentes valores: 


2 
Siz=0 y w=0 entonces y = 3 LAS 
El sistema tiene infinitas soluciones porque a las variables independientes se les puede 
asignar cualquier valor real. 


Nota: Cuando el sistema de ecuaciones se obtiene del planteamiento de un problema de 


aplicación, aunque el sistema tenga infinitas soluciones, el número de soluciones puede 
ser limitado según lo que cada variable representa (ver sección 2.3.2 ejemplo 1). 
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x +2z=0 
2. Hallar las soluciones del siguiente sistema lineal homogéneo: ? 2x+y+3z=0 
3x+y+2z=0 


Solución: Aplicamos el método de reducción de Gauss-Jordan 
1 0 2 

Matriz de coeficientes:| 2 1 3 
3 l 2 


Se lleva la matriz a la forma reducida por filas: 


(1): La fila 1 multiplicada por (-2) se sumó a la fila 2 
multiplicada por (-3) se sumó a la fila 3 


(2): La fila 2 multiplicada por (-1) se sumó a la fila 3 
(3): La fila 3 se multiplicó por (-1/3) 
(4): La fila 3 multiplicada por (-2) se sumó a la fila 1 
multiplicada por 1 se sumó a la fila 2 
Respuesta: Como la matriz reducida es la idéntica, el sistema tiene solución única 
x=0; y=0; z=0, la trivial, 
Nota: En un sistema homogéneo la última columna de la matriz aumentada es de ceros 


y cualquiera que sea la operación elemental que se realice sobre la matriz, esta columna 
permanece sin variaciones; por tal razón solo se trabaja la matriz de coeficientes. 
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3. Hallar las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones: 


x+2y-z+3w=0 
2x+2y-z+2w=0 
x+ 3z+3w=0 


Solución: 


L.y =l 3 
La matriz de coeficientes | 2 2 -1 2| se lleva a la forma reducida por filas: 


o 
l 
N 
A 
o 
E 
oo» 
o= o 
l 
N 
o 
k 
oom 
o= o 
- o > 
00 
la 
U 
+ 


(1): La fila 1 multiplicada por (-2) se sumó a la fila 2 
multiplicada por (-1) se sumó a la fila 3 


(2): Se intercambió la fila 2 con la fila 3 


(3): La fila 2 multiplicada por 1 se sumó a la fila 1 
multiplicada por (-1) se sumó a la fila 3 


(4): La fila 2 se multiplicó por (-1/2). 
La fila 3 se multiplicó por (-1/3) 


(5): La fila 3 multiplicada por (-3) se sumó a la fila 1 
multiplicada por 2 se sumó a la fila 2 


De la matriz reducida se deduce: x—-w=0 


Esta forma de la solución se llama solución general porque dando valores a la variable 
independiente w se obtienen valores para las variables dependientes x, y y z. 


Respuesta: El sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones, dadas por la 


x 1 
is y 8/3 
Solución general: =r donde w =r eR 
Z —4/3 
w 1 


Para tener una de las infinitas soluciones, se asigna cualquier valor real a w: 

Si r=0 se tiene la solución trivial x=0; y=0;z=0; w=0 

Si r= 1 se tiene la solución x=1; y=-89/83; z= 4/8; w=1 

Si r=-3 se tiene la solución x=-3; y=8;z=4; w=-3 
Nota: La solución general de un sistema de ecuaciones con infinitas soluciones se presenta 
en forma matricial, para facilitar el cálculo de cualquiera de las soluciones. 


2.2.3. Solución de la ecuación matricial 


NATA PARRA =b 


O FAX A X, = D, 


Todo S.E.L. de orden mxn 


a mi% + am2%2 + a m33 das A mnXn E bp 


se puede expresar como una ecuación matricial de la forma: 


4 Ay Q3 ån |% b, 
da a a3 An || X% b, 

A.X = B => Az; Az, Az dl Az, X3 = b, donde 
ami an2 a m3 A mn Xa bp 


A es la matriz de coeficientes. 
X es la matriz de variables. 
B es la matriz de términos independientes. 
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La solución del sistema de ecuaciones se obtiene resolviendo la ecuación matricial: 


Si AX=B > X=A"B (demostración, Sección 1.3.2) 


Algoritmo: (para resolver el sistema de ecuaciones) 


1. Hallar la matriz A“ , inversa de A 
2. Efectuar el producto A“ B 
3. Leer la solución. 


Nota: Como este método de solución hace uso de la matriz inversa, requisito imprescindible 
para poder aplicarlo es que la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones sea 
invertible. 


Ejemplos: 

x+y+z+w=3 

1. Escribir la ecuación matricial del sistema de ecuaciones: yara 
=3y+z =-2 


-3x+3y+2z-3w=-5 


Solución: 


Ecuación matricial: 


u 
| 
RAN 
N 
ZN X 
Eh 


2. Resolver utilizando la matriz inversa, si es posible, el sistema de ecuaciones 


x+2y-22=3 
-2x-—y+2z=0 
2x-2y+z=-1 


Solución: Siguiendo los paso del algoritmo 


1. Hallar A“ la matriz inversa de A (matriz de coeficientes): 


13 


1 2 -21 00 


ROIR 0 3 -22 1 0 F,+2F, 


6 3220 
2 -2 1lo 0 1 
ia -J1 0 0 1 2 05 42 1.205 4 2 
+ 1 
03d 1012843103 06 5 2] 32,0 1 02 5/3 2/3 
00.122 0 0 12 2 1 0 0 12 2 ı 
1.0 011 2/3 2/3 1 2/3 2/3 
E2B |0 1 02 5/3 2/3|=(1:A*) entonces AT=|2 5/3 2/3 
0.0112 2 1 2 2 1 


1 2/3 2/3\/3 3-2/3 7/3 
2. Efectuar el producto ATB=|2 5/3 2/3|| 0 [=|6-2/3|=|16/3 


2. 2 1 -1 6-1 5 
xX 7/3 
3. Leer la solución igualando las matrices: | y |=|16/3 
Z 5 


entonces: x= 7/3 ; y = 16/3 ; z = 5 es la única solución del sistema de ecuaciones. 


3. Escribir la ecuación matricial del S. E. L. dado y resolverla si es posible 


x—y+5z=—4 
3y-9z=-3 
3x+5y-—9z=2 
-1 5 \/x -4 
Solución: Ecuación matricial: |0 3 -9|[| y |=|-3 
=9 1 z 2 


Hallamos A7 si existe 
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1 0.0 
(A:l)=Jo 3 -90 1 os 3 -90 1 0|3%,) 
3 0 1 


1 -1 511 0 0 1 0 2/11 1/3 0 
F;-8F, 

0 1 -3|0 1/3 0 E +F, 0 1 -3 0 1/3 0 

0 8 -24-3 0 1 0 0 0-3 -8/3 1 


Esta última matriz nos permite concluir que At! no existe, por tanto este sistema de 
ecuaciones no se puede resolver con este método. Se recurre a alguno de los 2 métodos 
anteriores (eliminación o reducción) para decidir si el sistema tiene infinitas soluciones o si 
es inconsistente. 


=x+2y-32=5 


4. El sistema de ecuaciones | no se puede resolver por este método 


3x+y-22=-3 


dado que la matriz de coeficientes no es cuadrada y por tanto no es una matriz 
invertible. 


Nota: Un sistema de ecuaciones que no tenga igual cantidad de ecuaciones que variables 
no puede ser resuelto con matriz inversa; si la matriz no es cuadrada no existe inversa. 


Teorema: Si la matriz de coeficientes de un sistema lineal homogéneo (S.L.H.) es invertible, 


entonces el sistema tiene sólo la solución trivial. 


Demostración: 


Como en un S.L.H. todos los términos independientes son cero, la ecuación matricial es de 
la forma: A X = O. Si A es matriz invertible esta ecuación tiene solución única: X = AO 
= O porque cualquier matriz multiplicada por una matriz nula da como resultado la matriz 
nula del orden correspondiente. 


Entonces X = O lo que implica que cada variable x, = 0; por tanto el sistema tiene solución 
única: x,=0; x,=;...; x,=0 es decir, la solución trivial. 


Ejercicios propuestos: 
1. Las siguientes son matrices aumentadas de un sistema de ecuaciones lineales (la última 
columna es la de los términos independientes). En cada caso identifique: el orden del 


sistema de ecuaciones, y si el sistema es homogéneo o no y el tipo de solución que tiene 
(Única, infinitas o ninguna): 
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1010 20 0 Ed 1004 

ajo 1 1 0 E 1 0 slo a ajo 1.15 

0000 0 0 -1 y a 0116 
0 2 00 


2. Si las siguientes matrices son la forma escalonada de la matriz aumentada de un sistema 
de ecuaciones, resuelva en cada caso el correspondiente sistema. 


1239 1 3 -2 4 ll =2 =-5 Y 1 0 =3 5 
a)lo0 1 4 9 b)J0 1 -1 5 c)jpo0 0 0 0 010.04. 1 2 
0 0 1 2 00 0.0 0 0 0 0 00 0 4 


3. Para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones decidir si el sistema tiene 
solución o si es inconsistente. Escriba la forma general de las soluciones si el sistema tiene 
infinitas soluciones. 


3x+2y+z=1 
2x +3x, +7x, =3 dni x +z=0 
S5x+3y+3z=2 
a) 4 3x, —x,+5x, =1 b) C)Í-x+y+z=0 
x+y-z=0 
x, — 4x, -2x, =2 4x+y =0 
Tx+4y+5z=3 
x+2y=-3z 
4x=y-5z-6 
5x +x, X= y—6z=2x 
d e) 4 3y=-3x+4z+30 f) 
13x, +5x, +x, =0 nas 4x+z=0 
ias 3y=x+4z 
x+y+kz=1 
4. Encuentre valores de la constante k para que el sistema 4 3x+2y+z=k 
3x+3y+3z7=2 


tenga: a) solución única b) ninguna solución Cc) infinitas soluciones. 


5. Determine todos los valores de la constante a para que el sistema homogéneo 
3x+2y-x=0 
x+y+0z=0 tenga solución única. 


2x+y+z=0 
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6. Que condiciones deben tener las constantes a,b y c para que el sistema: 
3x+2y+3z=a 
-2x+6y-x=b sea consistente. 


x+3y-z=c 


7. Utilice la matriz inversa para determinar la solución de los siguientes sistemas: 


x+y+z=2 
afeto Beeri 
x+y=-3 nel 


8. Los siguientes sistemas de ecuaciones no son lineales, pero pueden ser resueltos por los 
métodos lineales mediante cambios de variables apropiados. Sugiera alguna sustitución 
adecuada en cada caso y resuelva los sistemas: 


4x=21-— ai > + o 
a) ” g? ARIAS o) 2x+y 2x-3y 
18 i7 3x 2,65 4senx+c0s y =3 15 P 2 E 
y x y 2x+y 2x-3y 


T1 


2.3. APLICACIONES 


Aunque no existen formatos generalizados para la solución de problemas de aplicación, 
en cualquier rama de la matemática se pueden tener en cuenta algunas pautas, que sí son 
generalizadas, para lograr el abordaje correcto de un problema. 


A continuación se enumeran esas pautas, para el caso particular de problemas que pueden 
ser planteados mediante un Sistema de Ecuaciones Lineales: 


1. Identificar y definir las variables con base en las preguntas. La buena definición de las 
variables, permite la correcta interpretación de los resultados analíticos. 


2. Plantear el sistema de ecuaciones con base en la información del enunciado. 
Generalmente una frase con sentido gramatical completo, permite plantear una ecuación. 


3. Resolver en forma analítica el sistema de ecuaciones utilizando alguno de los métodos 
conocidos. 


4. Interpretar los resultados de la solución del sistema de ecuaciones con base en la 
definición de las variables y responder la(s) pregunta(s). 


Laimportancia en el análisis de la solución de un sistema de ecuaciones radica en la correcta 
interpretación de los resultados. Una acertada interpretación conlleva a la efectividad de 
las soluciones propuestas para el problema. 


2.3.1. Problemas con solución única 


Ajuste de curvas: Una de las aplicaciones más frecuentes de los sistemas de ecuaciones 
lineales se da en el análisis de datos experimentales. 


En muchos problemas de física, de las ciencias sociales y de la ingeniería en particular, 
se requiere relacionar los datos recolectados en un experimento mediante una ecuación 
matemática que permita, describir el comportamiento del evento analizado y hacer algunas 
predicciones en diferentes tiempos. 


El tipo de ecuaciones que permiten “mejor ajuste” son las ecuaciones polinómicas, el 
proceso consiste en obtener un polinomio cuya gráfica pase por los puntos recolectados. 
A continuación se describe el proceso: 


Si el conjunto de puntos (x,,y,), Œz y,), - - ŒX y, ) son los datos que se quieren ajustar a 
la curva de un polinomio de grado n, y todas las primeras coordenadas (x) son diferentes, 


se puede demostrar que existe un polinomio único de grado menor o igual a (n-1) de 
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la forma y = a, +4,x + a,x? +... +a X? + a, ,x"* al cual se pueden ajustar los n datos 
experimentales. 


Los coeficientes a,, a,, 4,, ..., 4,., a, del polinomio se obtienen, sustituyendo cada uno de 
los datos en la ecuación y resolviendo el sistema de ecuaciones lineales que se forma. 
Ejemplos: 


1. Encuentre la ecuación de una función cuadrática que pasa por los puntos (0, 1), 
(1, 2) y (—1, 6). 


Solución: Observe que se dan 3 puntos y el polinomio pedido es de grado 2, uno menos 
que el número de puntos conocidos. 


La ecuación general de la función cuadrática es: y= a, +a,x + ax” entonces, remplazando 
cada uno de los puntos se forma el sistema de ecuaciones lineales: 


a =1 1 0 oļi 
a, +a, +a, =2 Cuya matriz aumentada es (A:B)=|1 1 1/2 
a¿-a,+a,=6 1 —1 16 


Aplicando el método de reducción de Gauss-Jordan , se tiene que la forma reducida de la 


1 0 oļi 1 0 01 a =1 
matriz |1 1 1/2fes|0 1 0-2 |, de donde se deduce: + a, =-2 
1 =1 116 0 0 113 a, =3 


Por tanto la ecuación pedida es: y= 1- 2x + 3x? 


2. Se sabe que la ecuación general de una circunferencia es x +y’ +ax+by+c=0 , 
encuentre la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos (3, 3), (8, -2) y 
(6, 2). 


Solución: Al sustituir los puntos en la ecuación general se obtiene el sistema 


3a+3b+c=-18 
8a—-2b+c=-68 que debe tener solución única 


6a+2b+c=-40 


19 


se puede resolver por medio de A ~, inversa de la matriz de coeficientes: 


3 3 1 —2/5 —1/10 1/2 
A=|8 -2 1ļ| entonces A1=|-1/5 -3/10 1/2 
6 2 1 14/5 6/5 -3 

a —2/5 —1/10 1/2\/-18 —6 

Luego |b|=|-1/5 -3/10 1/2 ||-68 | = 4 

c 14/5 6/5 -3 J| -40 -12 


Por tanto la ecuación de la circunferencia es: x + y?-6x+4y-12=0 


3. Un obrero ha trabajado durante 30 días para dos patrones ganando $207.000. El primero 
le pagaba $6.500 diarios y el segundo $8.000. ¿Cuántos días trabajó para cada patrón? 


Solución: Siguiendo las pautas sugeridas para abordar problemas de aplicación. 


Definición de variables: (con base en la pregunta) 
x : número de días trabajados con el primer patrón. 


y : número de días trabajados con el segundo patrón. 


Planteamiento del sistema de ecuaciones: (con base en la información) 


x+y=30 = x+y=30 
6500x +8000 y = 207000 13x+16y =414 


dividiendo la segunda ecuación por 500 


Solución analítica: (método de reducción de Gauss-Jordan) 


1 1/30 
Matriz aumentada del sistema de ecuaciones: 
13 16/1414 


x=22 


1 022 
Forma reducida de la matriz aumentada: > 
0 18 y=8 
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Respuesta: El obrero trabajó 22 días para el primer patrón y 8 días para el segundo. 


4. En un salón de dibujo hay 56 mesas, x número de mesas con 4 butacas, y mesas con 8 
butacas y z mesas con 10. La capacidad de butacas del salón es 364. Durante una tarde 
se utilizaron la mitad de las mesas con 4 butacas, la cuarta parte de las mesas con 8 y la 
décima parte de las de 10 butacas para un total de 19 mesas. Cuántas mesas de cada 
tamaño se usaron esa tarde”? 


Solución: 
Variables: x: cantidad de mesas con 4 butacas que hay en el salón.. 


y : cantidad de mesas con 8 butacas que hay en el salón. 
z : cantidad de mesas con 10 butacas que hay en el salón. 


x+y+2z=56 x+y+z=56 

Sistema de ecuaciones: 4 4x+8y+10z2=364 O 4 2x+4y+5z=182 
ala 0 10x+5y+2z =380 
2 4 10 


Dividiendo la segunda ecuación por 2 y multiplicando la tercera por 20. 


Solución analítica del sistema de ecuaciones (método de Gauss-Jordan): 


1 1 1/56 
Matriz aumentada: | 2 4 5|182 
10 5 21380 
1 0 026 x=26 
Matriz reducida: |0 1 020| => + y=20 es la solución del sistema. 
0 0 1/10 z=10 


Interpretación y respuesta: Esa tarde se ocuparon 13 mesas con 4 butacas (la mitad), 5 
mesas con 8 butacas (la cuarta parte) y solo 1 mesa con 10 butacas (la décima parte), lo 
cual suma 19 mesas que fueron las utilizadas esa tarde. 
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2.3.2. Problemas con mas de una solución 


Sistemas de ecuaciones lineales con infinitas soluciones, por ser el planteamiento de un 
problema de aplicación, pueden tener realmente sólo un número finito de soluciones, 
debido a la definición de las variables y la interpretación de los resultados analíticos. 


Ejemplos: 


1. Una firma de transportes posee tres tipos distintos de camiones, A, B y C. Los camiones 
están equipados para el transporte de 2 clases de maquinaria pesada. El número de 
máquinas de cada clase que puede transportar cada tipo de camión está dada por la 


: 2l ; : 
matriz T = ÍA i a , donde las columnas representan los tipos de camiones (A, B y C 
respectivamente), y las filas la clase de maquinaria (clase | y clase ll respectivamente). 


La firma consigue una orden para transportar 32 máquinas de la clase | y 10 máquinas de 
la clase Il. Encuentre el número de camiones de cada tipo que se requieren para cumplir 
la orden, asumiendo que, cada camión debe estar completamente cargado y el número 
exacto de máquinas pedidas es el que se debe despachar. Si la operación de cada tipo de 
camión tiene el mismo costo para la firma, cuál es la solución más económica”? 


Solución: Seguiremos los pasos propuestos para el planteamiento y solución de problemas 
de aplicación. 


Definición de las variables: 


x: cantidad de camiones Tipo A que se necesitan para cumplir la orden 
y: cantidad de camiones Tipo B que se necesitan para cumplir la orden 
z: cantidad de camiones Tipo C que se necesitan para cumplir la orden 


Planteamiento del sistema de ecuaciones: 2x+ 1y+ lz=32 (1) 
Ox+ lp+2z=10 (2) 


La ecuación (1) se formó tomando de la matriz T, la cantidad de máquinas clase | que 
cada tipo de camión puede transportar, y multiplicando por la cantidad de camiones, para 
completar el total de máquinas pedidas de clase l. 

En forma análoga se plantea la ecuación (2) 


Solución del sistema de ecuaciones: En este ejemplo se utiliza el método de reducción de 
Gauss-Jordan: 


l 2 1 1132 
Matriz aumentada del sistema de ecuaciones: f 1 e 
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O 1 2 110 


. . , 1 0 -1/211 
Forma reducida por filas de la matriz aumentada: 


Sistema de ecuaciones que corresponde a la matriz reducida: 


x-(2)z=11 => x=11+(% 
y+2=10 => y=10-2 


x\ (11 1/2 
Solución general del sistema de ecuaciones: | y |=| 10 |+r|-2 | donde z =reR 
Z 0 1 


Interpretación de la solución analítica: Aunque r representa cualquier valor real, en este 
caso por la definición de las variables (cantidad de camiones), solo tiene sentido los valores 
enteros positivos de las tres variables. 


Veamos las posibilidades: Si r=0 entonces x=11; y=10;z=0 
Si7=2 entonces x=12;y=6; 2=2 
Si r=4 entonces x= 13; y=2; z=4 


Respuesta: Para cumplir con el pedido existen tres opciones: 
11 camiones Tipo A y 10 camiones Tipo B, ó, 
12 camiones tipo A, 6 camiones Tipo B y 2 camiones Tipo C,Ó, 
13 camiones Tipo A, 2 camiones Tipo B y 4 camiones tipo C. 


Como la operación de cualquier tipo de camión tiene el mismo costo, la solución mas 


económica es la última, es decir 13 camiones Tipo A, 2 camiones Tipo B y 4 camiones tipo 
C, pues en este caso solo se utilizan 19 camiones. 


2. Encuentre la ecuación cartesiana de la recta que pasa por los puntos de coordenadas 
(2, 3) Y 141,2) 


Solución: Como los 2 puntos dados están en la recta, deben satisfacer la ecuación de 
dicha recta. 


Tomamos entonces la ecuación general de la recta: ax + by + c = 0 , donde a, b y c son 
las constantes por determinar. En este caso constituyen las variables. 
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El sistema de ecuaciones que se forma con los 2 puntos conocidos es el siguiente. 


2a+3b+c=0 
—a+2b+c=0 


Aplicamos el método de reducción de Gauss-Jordan 


o 2 3il l 1 0 -1/7 
Matriz de coeficientes: con forma reducida: 
-1 2 1 0 1 3/7 


El sistema de ecuaciones que corresponde a la matriz reducida es: 


OE, => d= ha 
7 7 


es a 
7 7 


Como el sistema tiene infinitas soluciones le podemos asignar cualquier valor a la constante 
c para obtener los valores de a y b: sic=7 > a=1 y b=-3. 


La ecuación de la recta pedida es: x-3y+7=0 

Balanceo de ecuaciones: El balanceo de las ecuaciones que describen reacciones 
de ciertos procesos químicos, consiste en encontrar constantes tales que el número de 
átomos de cada uno de los elementos del lado izquierdo de la ecuación iguale al número 
de átomos del lado derecho. 

Ejemplo: 

Efectuar el balanceo de la ecuación química Mg,N, + HOH => Mg(OH), + NH, 


Solución: En este caso las variables son las constantes a, b, c y d que igualan la cantidad 
de átomos de cada elemento en los dos lados de la ecuación, es decir: 


aMg,N, + BHOH > cMg(OH), + dNH, 


Para el magnesio (Mg): en el lado izquierdo de la ecuación hay 3a átomos al lado izquierdo 
y c átomos al derecho, entonces 3a =c >3a- c=0 


En forma análoga se tiene: 

Para el nitrógeno (N): 2a =d = 2a-d=0 

Para el oxígeno (O): b=2c > b-2c=0 

Para el hidrógeno (H): 2b = 2c + 3d => 2b-2c-3d=0 
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3a=c=0 


i 2a-d=0 
Se obtiene el sistema lineal homogéneo 
b-2c=0 
2b-2c-3d =0 
3 0 -1 0 
, Ea , 2 0 0 -i , 
La matriz de coeficientes del sistema es E, y su forma reducida es 
0 2 -2 -3 
1 
1 0 0 -1/2 a=-=d 
A 2 
de la cual se deduce: 4 b=3d 
0 0 1 -3/2 
0.00 0 E 
2 


Si d=2 entonces a=1;b=6 y c=3 


Por tanto la ecuación balanceada es: Mg,N, + 6HOH => 3Mg(OH), + 2NH, 


Flujo de tráfico: Un sistema de ecuaciones lineales con infinitas soluciones también 
permite resolver problemas relacionados con el flujo de tráfico en una red vial. 


3. 
900 600 700 
D Cra. 7° E Cra. 7° F 
800 E 200 
x, |Ci.100 Cil.72 
600 Av. Caracas Av. Caracas 400 
A da B Ke G 
400 100 300 
Fig. 2.7 
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El anterior mapa (figura 2.7) indica el flujo de tráfico que entra o sale a cada calle de la 
ciudad, en unidades de vehículos por hora (vph). 


Como el flujo de tráfico varía notablemente durante el día, se supone que los números en 
la figura indican el flujo promedio en las horas pico, que se da aproximadamente entre las 
5p.m. y las 6:30 p.m. 


Suponga que se tiene planeada una marcha de protesta sobre la avenida Caracas, desde 
la calle 72 hasta la calle 100 a las 6 p.m. del día martes. La policía de la ciudad puede 
controlar hasta cierto punto el tráfico vehicular, reajustando los semáforos, colocando 
policías en cruces estratégicos o cerrando el tráfico en la calle crítica. Si se disminuye el 
tráfico por la avenida Caracas aumentará el flujo en las calles adyacentes. La pregunta es 
¿Cómo minimizar el tráfico por el recorrido de la marcha, sin que se congestionen las calles 
aledañas? 


Solución: Las variables x,, x, hasta x, representan el flujo de tráfico sobre cada tramo de la 
red (las calles). El problema consiste en hallar los valores de las variables de tal forma que 
x, sea lo menor posible. 

Para que el tráfico no se acumule, en cada esquina el tráfico de entrada debe ser igual al 
de salida. Veamos lo que pasa en cada esquina según el mapa: 

enA: x,+400=x,+600 > x,-x,=-200 

EnB: x,+x.,=x,+ 100 = x, —x, +x. = 100 

en C: 700 =x, +x, => x, +x, = 700 Sistema de ecuaciones 

enD: x, +800 = x,+ 900 => x, -x,= 100 


en E: X, + 600 = x,+ x, = xX, — X +x, = 600 


en F: x, + x, = 900 = x, + x, = 900 
1 0 0 —1 O 0 0-200 
010-110 O 100 
matriz aumentada del sistema de ecuaciones: IE E a 
1 0 0 0 0 —1 O 100 
0 1 0 0 0 -—1 1 600 
0 0 1 0 0 0 1 900 
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1 0 0 0 0 —I 0| 100 
0 1 0 0 0 -—1 1J 600 
001000 1| 900 
forma reducida: 
00.010 -1 0|300 
0 0 0 0O 1 0 -—1-200 
00000 0 0 


x, =x, + 100 (1) 
xX, = X, — x, + 600 (2) 

y = =x, + 900 (3) 
x, = xX, + 300 (4) 
x, = x, — 200 (5) 


Aunque este es un sistema de ecuaciones con infinitas soluciones, hay que tener en cuenta 
que todas las variables deben tomar valores positivos ya que representan unidades de 
vehículos por hora (vph). Se deduce entonces lo siguiente: 


De la cuarta ecuación: x, > 300 
Si x,=300 entonces: x,=0 y x, = 100 


De la segunda ecuación: x, < 600 
Si x,=600 y x,¿=0 entonces x,=0 y x, = 400 


De la quinta ecuación: x, > 200 
Si x,=200 y x,=0 entonces x,=400 y x,=0 
Interpretación: Para que el flujo vehicular por la avenida Caracas entre las calles 72 y 100 


sea mínimo, es decir x, = 300 vph. , hay dos soluciones: 


(1) Se debe suspender el tráfico en los tramos x, y x,, en x, debe ser de 200 vph. , en 
x, debe ser de 400 vph. , en x, debe ser de 100 vph. y de 700 vph. en x,. 


(2) Se debe suspender el tráfico en los tramos x, y x,, en x, debe ser de 600 vph. , en 
x, debe ser de 300 vph. , en x, debe ser de 100 vph. y de 400 vph. en x,. 


Ejercicios propuestos: 


1. Dos obreros trabajan 8 horas diarias en la misma empresa. El primero gana 500 pesos 
diarios menos que el segundo, pero ha trabajado durante 30 jornadas mientras que el 
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primero trabajó sólo 24. Si el primero ha ganado 33.000 pesos más que el segundo calcule 
el salario diario de cada obrero. 


2. La ecuación general de un plano en el espacio es ax + by + cz + d = O. Hallar la ecuación 
del plano que pasa por los puntos (-1, -2, 0) ; (-5, -3, 1) y (3, 4, 2). 


3. Efectuar el balanceo de la ecuación química: 
MnSO, + KMnO, + H,O > MnO, + K,SO, + H,SO, 


4. Tres máquinas juntas producen 64 partes en una hora. El triple de la producción de 
la primera máquina es igual a la producción de las otras dos juntas. El quíntuplo de la 
producción de la segunda máquina es 12 partes mayor que el doble de la producción de 
las otras dos juntas. Hallar la velocidad de producción de las tres máquinas. 


5. El siguiente mapa (figura 2.8) indica el flujo de tráfico (en vehículos por hora) que transita 
por las calles de un sector determinado. Minimizar el tráfico por la calle x, sin ocasionar 
congestionamientos en las calles circundantes. 


100 500 


200 


100 


500 200 


Fig. 2.8 


6. Para llenar un tanque de almacenamiento de agua con capacidad para 300 galones, 
se emplea un solo tubo de entrada. Para proveer de agua para riego a los campos de los 
alrededores se emplean 2 tubos de salida del mismo diámetro. Cuando los 2 tubos de 
salida están abiertos se necesitan 5 horas para llenar el tanque, y cuando una de ellas 
está cerrada sólo toma 3 horas. Encuentre los flujos (en galones por hora) de entrada y de 
salida del tanque. 
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RESUMEN 


Una ecuación lineal es de la forma a,x, + a,x, + aX, +... + ax. = b, todos los términos, 
excepto el término independiente son de grado 1. En esta ecuación b es el término 
independiente, a,, a,, a, ... y a, son los coeficientes y x}, X,, X, .. . Y X, son las 
variables. 


Un sistema de ecuaciones lineales (S.E.L.) es un conjunto de ecuaciones lineales. Se 
dice que el sistema es de orden mxn si tiene m ecuaciones y n variables. Un sistema de 
ecuaciones en el cual todos los términos independientes son cero, se llama sistema lineal 
homogéneo (S.L.H.). 


Todo sistema de ecuaciones se puede expresar en forma de ecuación matricial como 
A.X = B, donde A es la matriz de coeficientes, B es la matriz de los términos independientes, 
y X es la matriz de las variables. Si el sistema es homogéneo la ecuación matricial es A.X = O. 


Una solución de un sistema de ecuaciones de orden mxn, es un conjunto de n valores que 
al ser sustituidos en la m ecuaciones satisfacen todas las igualdades. 


Resolver un sistema de ecuaciones es hallar el conjunto de soluciones y se pueden 
presentar 3 casos: que el S.E.L. tenga solución única (solo una); que tenga infinitas 
soluciones (más de una), o que sea inconsistente (no tiene solución). 


Se pueden utilizar los siguientes métodos de solución: eliminación de Gauss, reducción 
de Gauss-Jordan, solución de la ecuación matricial por medio de la matriz inversa, o la 
regla de Cramer. Los 3 primeros son métodos matriciales, el último se basa en el cálculo 
de determinantes (unidad 3). 


El método de eliminación de Gauss consiste en llevar a la forma escalonada por filas, la 
matriz aumentada (A : B) del S.E.L. El método de reducción de Gauss-Jordan consiste 
en llevar a la forma reducida por filas, la matriz aumentada (A : B) del S.E.L. Si la matriz de 
coeficientes de la ecuación matricial es invertible, la solución del S.E.L. es X = AB (se 
obtiene al resolver la ecuación A.X =B). 


Los problemas que contengan mucha información que se pueda resumir en una matriz, 
admiten un planteamiento por medio de un sistema de ecuaciones lineales (que puede 
ser homogéneo), cuya solución permite dar respuesta a los interrogantes planteados en el 
problema. 
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GLOSARIO 


Ecuación lineal es aquella en la que todos los términos, excepto el término independiente, 
son de grado 1. 


Término independiente de una ecuación lineal es la constante que no es coeficiente. 


Los coeficientes de una ecuación lineal son las constantes que acompañan a las 
variables. 


Sistema de ecuaciones lineales de orden mxn (S.E.L.) es un conjunto de m ecuaciones 
lineales con n variables. 


Sistema lineal homogéneo (S.L.H.) es un conjunto ecuaciones lineales en el que todos los 
términos independientes son cero. 


Matriz de coeficientes es la matriz que se forma con los coeficientes de un sistema de 
ecuaciones. Cada fila contiene los coeficientes de una ecuación y cada columna los 
coeficientes de una variable. 


Ecuación matricial es una ecuación de la forma A.X = B, donde A, X y B son matrices y X 
es una matriz desconocida. (Su solución X = A.B representa la solución de un S.E.L..). 


Eliminación de Gauss es un método matricial para resolver un S.E.L. que consiste en 
llevar a la forma escalonada por filas la matriz aumentada (A : B). 


Reducción de Gauss-Jordan es un método matricial para resolver un S.E.L. que consiste 
en llevar a la forma reducida por filas la matriz aumentada (A : B). 


Matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales, es la matriz que se forma 


aumentando a la matriz de coeficientes la columna de los términos independientes (al lado 
derecho). 
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AUTOEVALUACIÓN 


Decidir en cada caso si la afirmación es verdadera (V) o falsa (F): 
x+y+z= 


x-y-3=0 , 
1. es un sistema lineal homogéneo. 


+y’ +y=0 
2 y Ey 


yx *-x=0 


3. Un sistema de ecuaciones lineales de orden 2x3 tiene infinitas soluciones. 


x=3-Y2£ 
4.4 y+z=2+x es un sistema de ecuaciones lineales con solución única. 


Z=x=y=UÚ 
5. Todo sistema lineal homogéneo es consistente. 


2x+ y-w=0 
6. El sistema y y -5z+3w=0 tiene infinitas soluciones. 
x+2y-3z=0 


En cada caso seleccione la respuesta correcta: 


7. El siguiente sistema de ecuaciones representa un par de rectas paralelas: 


3x-7=2 3x—-6y =4 =y=0 2x=y-3 
a) x y b) x—-0y c) x= y d) y 
6x-4y=14 x-2y=7 x+y=0 —4x+2y=6 


x+y=1l 
8. La matriz aumentada del sistema de ecuaciones 4 y+z=2 es: 
z+x=3 


tiene solución única porque hay 2 ecuaciones y 2 incógnitas. 
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9. Una ecuación del plano que pasa por los puntos (2, 2, -1); (1, 3, 0) y (-1, 0, 4) es: 


a) 7x + 2y+5z-13=0 b) -7x- 2y - 5z = 13 
c) 7x + 2y +57+ 13=0 d) 7x - 2y - 5z = -13 
, , f x+2y+kz=1 . E: 
10. El sistema de ecuaciones lineales tiene solución única para: 
2x+ky+82=3 
a) k =0 b) k=-4 c) k=4 d) ningún valor de k 


11. Un sistema de ecuaciones lineales es inconsistente si la matriz aumentada: 
a) Tiene mas filas que columnas. 
b) No es cuadrada. 
c) Es equivalente a una matriz idéntica. 
d) Tiene al menos una fila de ceros. 


12. La intersección de los planos: 2x- 3y -z = -1 ; -x + 3y-z=2 y x+2y+2z= 1 es: 


a) Un punto. b) Una recta. c) Tres puntos. d) No existe. 


RETROALIMENTACIÓN 
Respuestas a los ejercicios propuestos. 
Sección 2.1 (página 61): 1. a) falso. b)falso. c)falso. d)verdadero. 


2. Tiene infinitas soluciones porque hay 2 ecuaciones y 3 variables. 


yty =2 ea Via r+ky=2=1 
X z= X Fic 
3.a)3y+z=0 od r | dá d)x—y+z=0 
x-y-z=0 x+y+z=2 
z+w=3 x+2z=-3 
4. a) y c) infinitas soluciones. b) y d) solución única. 
x,=0 2a+2b+2c=2 
pi x+3u-3v=1 i eei 
— y+ = Xk == a C= 
Ba e b) u+2w=1 o)? d 
3x+z=0 x,=0 3c=3 
=x+v=1 


2 =l 4a+4b=4 
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Sección 2.2 (página 75): 1. a) S. L. H. de orden 3 con infinitas soluciones. 
b) S .E. L. de orden 3x2 inconsistente C)S. L.H. de orden 4 con solución única 


d) S. E .L. de orden 3 inconsistente. 2. ajx=1;y=1;z=2 


-11 —-1 X 7 2 3 
b)i y |=| 5 [+r] 1 c)| y |=[0 | +r|1 [+s] 0 d) no tiene solución. 
Z 0 1 Z 0 0 1 
xX 1 -3 x 1 
3. a) inconsistente. b) solución general | y [=|-1 +7 4 | d)| y [=r]=3 
Z 0 1 Z 2 


c) solución única x=0;y=0;z=0 e)x=3;y=3;z=-3 Mx=0:p=0:i2=0 


4.a)k*-1 b)k=-1 c)ninguno. 5.ax0 6. Ninguna. 


7-a)x=17;y=-20 Dix=1ip==b x= 


| 4x+9v=21 1 1 +4v=2 
8. a) Si v=— se tiene es b) Siu== y Y=- se tiene sia 
y 3x+18v=17 xX y 2u+6v=5 
ON E ; 6u—2v=1 A o _ 
C) Si u = sen x y v = cos y se tiene solución: x=1/6, y=0 
4u+v=3 
1 Su+4v=5 Ax 
d) Si u= y v= : se tiene 44 solución: x=4, y=1 
2x+y 2x-3y 15u+2v=5 


Sección 2.3 (página 87): 


1. Variables: x salario diario del primer obrero; y salario del otro obrero. 


=x+500 = = 
Ecuaciones la | ed 


30x = 24 y +33000 5x-4y=5500 


El primer obrero gana $7500 diarios y el segundo gana $8000 diarios. 


2. -2x + 3y -5z +4=0 3. 3MnSO0, + 2KMnO, + 2H,0 > 5MnO, + K,SO, + 2H,50, 


x+y+z=64 x+y+z=64 
4, Ecuaciones +3x=y+z >143x-y-=z=0 
5y=2Ax+z)+12  |-2x+5y-2z=12 


Variables: velocidad de producción de cada máquina. 
La primera máquina produce 16 partes por hora, la segunda 20 y la tercera 28. 


5. El mínimo tráfico vehicular que se puede tener por la calle x, sin que se las calles 
aledañas se congestionen es de 400 vph. , con las siguientes condiciones: 


(1) Se suspende el tráfico por las calles x, , x, y x,, por la calle x, se deja un flujo de 
700 vph. , en x, de 600 vph., y de 500 vph. en x, 

(2) Se suspende el tráfico por la calle x, , en x, y x, deja un flujo de 100 vph., en x, y 
en x, debe ser de 600 vph. y de 800 vph. en x. 


6. Variables: x flujo de entrada del agua; y flujo de salida del agua 


5x—3y =300 
Ecuaciones 3 solución: : x = 140 gal/n ; y= 80 gal/h 
A =300 


Solución Autoevaluación Unidad 2: (página 91) 

1. La afirmación es falsa. En la primera ecuación el término independiente es 3. 
2. La afirmación es falsa. Las ecuaciones no son lineales. 

3. La afirmación es falsa. El sistema de ecuaciones puede ser inconsistente. 


4. La afirmación es verdadera. La matriz aumentada del sistema de ecuaciones es 


1 1 13 1 0 0O 1/2 
-1 1 1 2 [ysu forma reducidaes|0 1 0 1 |dela cual se deduce 
-1 -1 1 0 0 0 1 3/2 


que el sistema tiene solución única: x = 1/2 ;y=1 ;z = 3/2. 


5. La afirmación es verdadera. Todo sistema homogéneo tiene al menos la solución 
trivial, por lo que siempre tiene solución, es decir es consistente. 


6. La afirmación es verdadera. Este sistema es homogéneo y tiene 3 ecuaciones y 4 


variables, y todo sistema homogéneo con menos ecuaciones que variables tiene 
infinitas soluciones. 
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7. La respuesta correcta es b). Este sistema de ecuaciones es inconsistente lo cual 
significa que las rectas no tienen puntos comunes, es decir son paralelas. 


1 1 0 


8. La respuesta correcta es d). La matriz de coeficientes es|0 1 1 |y la de los 
1 0 1 


1 


1 1 0 1 
términos independientes | 2 |, por tanto la matriz aumentadaes|0 1 1 2] 
3 1 0 1 3 


9. La respuesta correcta es a). Al remplazar las coordenadas de los 3 puntos dados 
en la ecuación general del plano, se tiene el sistema de ecuaciones: 


2a+2b-c+d=0 2 2 -l 1 
a+3b+d=0 , para el cual la matriz de coeficientes es: | 1 3 0 1 
—=a+4e+d=0 -1 0 4 1 
po 

1.0.0 7/13 13 

y tiene la forma reducida:|0 1 0 2/13 |, de la cual se deduce: b=-Żd 
0 0 1 5/13 5 

c=-—d 

13 


Si d=-13 entonces a=7;b=2;c=5 


10. La respuesta correcta es d). El sistema tiene menos ecuaciones que variables, 
por lo tanto, o tiene infinitas soluciones o es inconsistente. 


11. La respuesta correcta es c). Si la matriz aumentada del sistema de ecuaciones 
es equivalente a una matriz idéntica ( de cualquier orden) la última fila de la matriz 
define la inconsistencia O = 1 cuando se escriba el sistema asociado a ella. 


12. La respuesta correcta es a). Las ecuaciones de los 3 planos definen un sistema 
de ecuaciones con solución única: x = 1/3; y = 2/3; z=-1/3 porque: 


2 -3 -1 -l1 1 0 0 1⁄3 
matriz aumentada: |-1 3 -1 2 |: matriz reducida: 0 1 0 2/3 
1 2 2 1 0 0 1 -1/3 
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3. DETERMINANTES 


“Una buena notación tiene una sutileza y ejerce una sugestión tal que a veces parece como un maestro vivo.” 


Bertrand Russell. 


INTRODUCCIÓN 


La teoría de los determinantes fue conocida por los chinos hace más de 2000 años, en los 
trabajos desarrollados para la solución de los sistemas de ecuaciones. Ellos encontraron 
relaciones importantes entre los coeficientes de las ecuaciones del sistema y las soluciones que 
obtuvieron, las cuales corresponden a las definiciones de los determinantes de orden 2 y 3. 


Mucho tiempo después, a mediados de los siglos XVIII y XIX, se dieron a conocer 
importantes aportes. A.L. Cauchy y G.W. Leibnitz desarrollaron las propiedades de los 
determinantes; P.S. Laplace hizo la expansión de un determinante por cofactores, y C.G. 
Jacobi, aplicó los determinantes a las funciones de varias variables para el desarrollo del 
cálculo vectorial. 


En esta unidad, vamos a definir el concepto de determinante y a estudiar sus propiedades. 


Los determinantes de orden 2 y 3 se calculan directamente. Para calcular determinantes 
de orden mayor se utilizan convenientemente las propiedades. 
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OBJETIVO GENERAL 


Generalizar el cálculo de los determinantes de orden n y sus aplicaciones, a partir de las 
propiedades enunciadas con los determinantes de orden 2 y 3. 


OBJETIVOS ESPECÍFICOS 


. Calcular directamente determinantes de orden 2 y de orden 3. 

- Identificar y aplicar las propiedades de los determinantes para calcular su valor. 
- Aplicar los determinantes a la solución de sistemas de ecuaciones lineales. 

. Encontrar la inversa de una matriz no singular. 


CONTENIDO 


3.1. La función determinante. 
3.1.1. Definición por cofactores. 
3.1.2. Propiedades. 


3.2. Aplicaciones de los determinantes. 


3.2.1. Regla de Cramer. 
3.2.2. Matriz inversa. 


98 


3.1. LA FUNCIÓN DETERMINANTE 


Atoda matriz cuadrada de cualquier orden, se asocia un número real llamado el determinante 
de la matriz. El cálculo riguroso de un determinante se hace sumando productos de 
permutaciones entre sus elementos, por lo que el cálculo directo es práctico solamente 
para los determinantes de orden 2 y 3. A medida que aumenta el orden del determinante, 
crece factorialmente el número de operaciones que se deben realizar para calcular su 
valor, lo cual hace más eficiente el uso de las propiedades. 


Definición: Se define la FUNCIÓN DETERMINANTE entre el conjunto de las matrices reales 
de orden n ( M, ) y el conjunto de los números reales (R) como: 


det: M ——> R 
A > det(A, )=|A, | 


Notación: Se distingue entre la matriz A y su determinante utilizando paréntesis para la 
matriz y barras verticales para su determinante: 


4 Az M 4, Ai Ap Mg 4, 

da ay l3 A, Aa Ay dy An 
A=|4y ay 4 “* d | pero det(A)= la, ap ag “* 4, | =" 

an ar A mn3 a mn As A An i Ann 


La matriz es un conjunto de elementos dispuestos en forma rectangular, mientras que el 
determinante es un número real que puede ser positivo, negativo o cero. 


Ejemplo: 
; 1 8 l 1 8 
Si A= t i el determinante de A se expresa como: det(A ) = i | 


Los casos particulares de los determinantes de orden 2 y 3 se definen a continuación. 


Definición: El DETERMINANTE DE ORDEN 2 queda definido por el producto de los elementos 
de la diagonal principal, menos el producto de los elementos de la otra diagonal. 


P q 
a| ] > lA, =|? I-P s-ar 
r sS r s 
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f |se define el DETERMINANTE DE ORDEN 3 como: 


a b e 
e f|=(aei+ bfg + dhc )-( ceg + bdi + fha ). 
g h i 


En la práctica, se acostumbra repetir las dos primera columnas (o filas) para tener completas 
las diagonales con tres elementos: (rojas positivos; azules negativos). 


a b c 
äs De dé Jä 20 d f 
g h ^i ^g `h a c 
d e f 
Ejemplos: 
, 3 -5 
1. Si r y ) caour IT. 


Solución: Aplicando la definición del determinante de orden 2 se tiene: 


IT| =3-7-4-(S5)=21+20=41 


x+2 3 
2.51. B= Jato valores de x tales que det(B)=0 . 
4 3+x 


Solución: Aplicando la definición y considerando la condición dada se tiene: 


det( B ) = (4+2)BG+x)-4-3=x? + 5x-6=0. 


Resolviendo la ecuación se tiene x = 6 o x = 1, valores para los cuales det( B ) = 0. 
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4 -3 7 
3. Calcular|D| si D=|2 1 -5 
0 6 8 


Solución: Aplicando la definición del determinante de orden 3 se tiene: 
IDI =(-1-8+(=365)-0+2-6-7]-[0-1-7+6-(=5)-4+2-(=3)-8] 
- (32-0+84)-(0-120-48)=116-(-168)=284 
Entonces: det( D ) =|D |= 284. 


Para un determinante de orden 4 en adelante, el cálculo directo se hace muy poco práctico: 
con 4 elementos se pueden hacer 24 ( 4! ) permutaciones, con 5 elementos son 120 
(5!) y así sucesivamente. Estos cálculos se pueden indicar haciendo la “expansión” del 
determinante por alguna fila o columna, con base en los cofactores de cada elemento de 
la fila o columna seleccionada. 


3.1.1. Definición por cofactores 


Una alternativa para definir un determinante, es aplicar el concepto de cofactor en forma 
recurrente, para ir reduciendo el orden del determinante. 


3.8 -5 
SiA=|4 7 0 | calcular M,, y M}. 
2 -6 7 
Solución: 
El menor-23 se calcula con el determinante que se forma suprimiendo en A la segunda fila 


3 8 
y la tercera columna: M,, = | A = -18 - 16 = -34 . 


El menor-31 se calcula con el determinante que se obtiene suprimiendo en A la fila 3 y la 
8 -5 


= 0-(-35)=35. 
o (- 35) 


columna 1: M,, = | 
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Definición: Se llama COFACTOR-ij de un determinante al menor-ij multiplicado por 1 en las 


posiciones donde i+j es par, y por —1 en las posiciones donde i+j es impar. 
Se denota: C, = (-1)M, . 


ba 
En la matriz B =| b, b,, b,, | las posiciones pares son: bii» bis ,b31, Da +b y 
by 


las posiciones impares son: 412» b2 bz Da, 


Ejemplos: 


2 -5 9 
1-Si B=|1 0 -3| calcular los cofactores C 
6 1 4 


Ca, y Ca, i 


12% 


Solución: Se aplica la definición para cada cofactor: 


1 -3 
C= 0 | i = (-1)(4 + 18) = -22 
A A = (1X15-0) = 15 
E. = EN p 3 = (-1)(-20-9) = 29. 


Si se calculan todos los cofactores de B, con ellos se forma una matriz asociada a B 
llamada matriz de cofactores y se denota: Cof( B ). 


2 -5 9 
2. SiB=|1 0 -3| hallar la matriz de cofactores de B. 
6 1 4 


Solución: Se calculan todos los cofactores y se forma la matriz : 
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Ci CC 3 -22 1 
Cof(B)=| Ca ĉn Ca |=|29 -46 -32 
Ca Cy Cy 15 15 5 


Veamos ahora la relación que existe entre un determinante y cada uno de sus cofactores. 


El determinante de una matriz A se obtiene multiplicando cualquier fila o columna de A, por 
la misma fila o columna de la matriz de cofactores asociada a ella: 


Si se elige la primera fila de A se tiene: |A| =a,,C,,+a,C,,+a,C;, 


Si es con la tercera columna de A se tiene: | A | = a,,C,, + a,.C,, + a.C. . 


2 -5 9 
3.SiB=|1 0 -3|, calcular |B | de varias formas: 
6 1 4 


Solución: 


Por la primera fila: | B | = 2:3+(-51-22)+9-1=6+110+9=125, 
Por la segunda columna: | B | = 5)+22)+0-(46)+1-15=110+0+15=125, 


Por la definición del determinante de orden 3: 


IB] =2:0:4+1-1-94+(65)E3)6-(0-0-6+(25)-1-4+(23)-1-2). 


=(0+9+90)-(0-20-6)=99+26= 125. 


Definición: Se define la EXPANSIÓN de un determinante de orden n por una fila (o 


columna), como la suma de los productos de cada elemento de esa fila (o columna) por su 
correspondiente cofactor. El resultado de la expansión es el valor del determinante. 


Si det( A ) = entonces la EXPANSIÓN POR LA FILA 1 es: 
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det( A )= => aÂ- A t AA" Ara ` 

Donde A, es el menor-11 de A. 
an “a la 

A,,= la, a, a,,| se eliminó la fila-1 y la columna-1 en det(A). 
An Qy Qy 

A,, es el menor-12 de A: 
aa La a4 

Ap = (az, a, a, se eliminó la fila-1 y la columna-2 en det( A ). 


Ca ag Ay 


En forma análoga se calculan A,, (el menor-13) y A,, (el menor-14) entonces: 


dy a3 Az da Az lr da Az Ax Aa An dy 
det(A) = 11| m2 Az Ax “Ay (Az, zz Q| Taig |a Az Ax “44| dz dz 
Ay Ay Ay dy Ay Ay ay Ayp Ay ay Ap Ay 


Definición: Se define el DETERMINANTE de A, POR LOS COFACTORES de la Fila-i 
como: 


det(A) = aC, + aC, + da Uy +... + aC; 


i2 ~ 12 i3 “i3 in“ in ? 


Los cofactores son: C, = (-1)+! Ma; C, = (1) M, Ca = 61M. 
Nota: Utilizando cofactores, el cálculo del determinante se hace reduciendo su orden 
progresivamente: 


Para calcular un determinante de orden 4, se calculan 4 determinantes de orden 3; para 
calcular un determinante de orden 5, se calculan 5 determinantes de orden 4, pero a su 
vez, por cada uno de estos, se calculan 4 determinantes de orden 3, es decir, se calculan 
en total 20 determinantes de orden 3. 


2 -3 1 0 
5 => 
Ejemplo: Calcular 
— 2 2 
0 3 0 
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Solución: 

Como no se ha definido el cálculo directo para un determinante de orden 4, se aplica la 
definición por cofactores, haciendo la expansión por cualquier fila o cualquier columna. Se 
observa además que tanto las filas 2 y 4, como las columnas 1 y 4, tienen dos ceros cada 
una, por lo tanto, se puede hacer la expansión por cualquiera de ellas. 


- Haciendo la expansión por la Columna 1 se tiene: 


2 -3 1 0 
0 3 5- 

yr T = 2.C; +06, + (-1).C, +06, =26. -C3 
0 3 0 

E ON a 31 0 

E e a e 
A 13 0 i 3 P 

0 1 3 0 


= 2(10-36+6-18) - (-3-27) = -76 + 30 = -46, 


- Haciendo la expansión por la Fila 4 se tiene: 


1 
2 10 Ds U 
03552 
=1.10 5 -3-3.10 3 -3 =1(20+3+12) - 3(12-9+24) = -46 
E 2 3 
Ha "E e Y 
0 3 0 


El valor del determinante es -46. 


Nota: Como puede comprobarse, el resultado del determinante no depende de la fila o la 
columna que se elige para la expansión. Por tanto. se escoge la que tenga mas ceros para 
ahorrar cálculos. 


De los casos mencionados, se deduce que en la medida que aumenta el orden del 


determinante, el cálculo se hace mas dispendioso, razón por la cual lo más práctico es el 
uso de las propiedades de los determinantes. 
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Ejercicios propuestos: 


1. Evalue los siguientes determinantes: 


10 7 9 1 =1 1 a 3 1 
y+3 5 
a) -1 5 3 b) 1 1 -1 c)|5 0 2 d) 
2y -4 
2 0 5 1 1 1 4 1 b 
10 
2 -5 
2. Dadas las matrices 4 = aal? B=|=1 5 3 
2 
a) Determine à tal que detA., — 4) =0, 
b) Expres e det(A Z, - B) en términos de A. 
2 -4 7 
3. Evalue el determinante de B=|0 1  3| por cofactores de : 
1 5 0 
a) La tercera fila . b) La segunda columna. c) Directamente. 
x-1 0 1 
4. Encuentre los valores de x para los cuales: | -2 x+2 -1|=0 
0 0  x+1 
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3.1.2. Propiedades de los determinantes 

Las propiedades se utilizan particularmente para calcular determinantes de orden mayor a 3. 
Se enuncian las propiedades y se hace su justificación con determinantes de orden dos o 
tres, cuando se estime pertinente. 


1. Si en un determinante se intercambian dos filas (o columnas), este cambia de signo. 


Justificación: 


i y 7 eb=ad =-(ad =bc) entonces 


C 


b c d 
=a.d—b.c y 
d a 


! 


a 


Se intercambiaron las filas 1 y 2. 


2. Si un determinante tiene dos filas (o columnas) iguales, su valor es cero. 


Justificación: 


a b c a b c 
Sila b c|=m,entonces la b c| =-m, intercambiando las filas 1 y 2 
d e f d e f 


pero los dos determinantes son iguales, luego m=-m => 2m=0 => m=0 


a bc 


Por tanto: la b c| =0. 


d e f 


3. Si unafila (o columna) de un determinante se multiplica por una constante k, el determinante 
queda multiplicado por k. 


Justificación: 


a b c 
Si ld e f|=m , entonces m = a.C, + b.C,, + c.C,, (expansión por la fila 1). 
g h i 
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ka kb kce 


Si calculamos |d e f| con la expansión por la fila-1, se tiene: 
g h i 


ka kb kc 
d e f|= ka.C + kb.C + kc.C p= k(aC p +b.C,,+c.C,,) =km. 
g h i 


ka kb ke abc 
Entonces |d e f|=kld e fj. 
g h i g h i 
4. El determinante de una matriz A es igual al determinante de su transpuesta. 
a b c abc a d g 
Si A=|d e f| entonces id e fl =lb e h 
g hi g hi cfi 


Justificación: (se deja como ejercicio) 


5. El determinante de una matriz triangular (superior o inferior), es igual al producto de los 


elementos de su diagonal principal. 


Justificación: utilizando la definición del determinante de orden 3: 


a b 
0 d el =(adf+ be.0+0.0.c)-(cd.0+b.0.f +e.0.a)= edf . 
0 0 


6. El determinante de un producto de matrices, es igual al producto de los determinantes 


de las matrices. 
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Justificación: 


sael lyp LR : det AB 
A E lei , entonces: det( j= 


ae+bg af +bh 
ce+dg cf +dh 


Pero det AB ) = (ae + bg)(cf + dh) - (af + bh).(ce + dg) 


= aecf + aedh + bgcf + bgdh -— afce — afdg —-bhce - bhdg 
= aedh + bgcf - afdg — bhce 

= ad.(eh — fg) - bc.(eh — fg ) 

(ad —- bc).(eh — fg) . 

det(A).det(B). 


Verificación: 
7 10 7 3 7 51 22 49 
SiA=|-2 4 5|y B=|2 1 0| entonces: AB=|24 18 -14 
2 3 1 6 40 26 13 14 


det( A) =7-4-1+(22)-3-0+1-5-2-2-4-0-(22)-1-1-3-5-7=28+10+2-105=-65 . 
det(B)=0+56+0-42-0-0=14 . 
det( A.B ) = 12852 + 15288 - 8008 — 22932 - 7392 + 9282 = -910. 


Por tanto, det( A ).det( B ) = -65.14 = -910 = det( A.B). 


7. Si los elementos de una fila (o columna) de un determinante se multiplican por los de la 


respectiva fila (o columna) en su matriz de cofactores, se obtiene el valor del determinante. 
Pero si se multiplican por los de otra fila (o columna), el resultado es cero. 


Justificación: 


entonces: 
a 


b d 
Si A= : A la matriz de cofactores es: cof (A) = p 
E a 


det(A) = ad + b(-c) = c(—b) + ad = ad — cb 
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Verificación: 


4 7 1 -9 -I 3 
SiT=|2 -3 5| entonces: cof(T)=|-21 11 7 | y efectuando: 
1 0 3 38 -18 -26 


a) Segunda fila de T por segunda fila de cof (T): 
2-(-21)+(-3):-11+5-7=-40 = det( T). 

b) Tercera columna de T por tercera columna de cof (T): 
1-(3)+5-7+3-(-26) =3+35-78=-40 = det( T ). 

a) Segunda fila de T por tercera fila de cof (T): 
2-38+ (3-18) +5-(-26) =76+54-130=0. 

d) Primera columna de T por segunda columna de cof (T): 


ista) 4001030 


8. Si los elementos de una fila (o columna) de un determinante se descomponen en sumas 


con el mismo número de sumandos, el determinante también se descompone en la misma 
cantidad de sumandos. 


Justificación: 

a b c| a b € a b, c 

d e f=d e f+ld e f| ,donde a=a+a, ; b=b+b, ; c=ġ+c, 
g h i| le h i| g h i 


+e b+ 

pi f >i a + E , porque (a+e)d—c(b+ f)=(ad —cb)+(ed —cf). 
c d c d c d 

Verificación: 

5 T 1+4 3+4 1 3 (4 4 

| = = . | => -18 =(+410) + (8). 

4 2 4 2 4 2 [4 2 


9. Sia una fila (o columna) de un determinante se le suma k veces otra fila (o columna), el 
valor del determinante no cambia. 
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a 


a 
Justificación: = 
c+ka d+ o 


A 

= , porque 

E 

a a b 
= a(d +kb)-(c+ka)b = ad + akb -cb — kab = ad —cb = ; 

c+ka d+kb c d 
abc 

Si |A|=|d e f 
g h i 


la matriz A con la operación Fs +k£F es equivalente a la matriz B, entonces: 


a b c 
|B|=| d e f | ,y alcalcular det( B ) por la tercera fila se tiene: 
g+kd h+ke i+kf 


|B |=(g + kd).C,, +(h+ke).C,, +(¡+Kkf).C,; . 
|B |= g.C,, +h.C, +i.Cy + k.(d.C,; +e.C, + f.C,) (propiedad 7) . 


|B|=|4|+k.0=|4| luego |B|=|4|. 


Ejemplos: 
0 2 -3 
1. Calcular [0 9 1 
05 4 


Solución: Evaluando el determinante por la primera columna tenemos: 


0.C,, +0.C,, +0.C,, =0 


0,5 0,3 
2. Calcular 
—0,2 0,9 
Solución: 
5/10 3/10 5 3 
0,5 0,3 _ -1 1 at E) O 
—0,2 0,9 2/10 9/10| 10 10-2 9 100 100 
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De las filas 1 y 2 se tomó el factor 1/10. 


2 -8 4 6 
7 1 
3. Reducir de orden y calcular 
-5 -2 1 0 
9 2 1 3 


Solución: Efectuamos sobre el determinante las siguientes operaciones: 


F,-6F, y F¿-3F, se obtiene el determinante: 


2 -50 -38 0 
0 7 7 1 f 
, el cual se evalúa por la cuarta columna. 
-5 -2 1 0 
9 -19 -20 0 
2 -50 -38 
-5 -2 1 | Este determinante se reduce a orden 2 con las operaciones: 
9 -19 -20 


C,+2:-C, y C,+5-C, se tiene: 


1188 =126 =30 
0 0 1 = 01) 
-91 -59 =20 


—188 —126 


= 374 
-91 -59 


4.Si |4|=5 y A es matriz de orden 3, determinar: a) 124] b) 47 
Solución: 


a) Por cada fila de A el determinante se multiplica por 2, entonces: 
124] =2*-4|=8-5=40, 


b) Ja] = |4:4-4)=14-1414 = 5° = 125 
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l a 
5. Mostrar que |1 b bd? =(b-aXc—aXc—b) aplicando las propiedades. 
1 


Solución: Se reduce el determinante a orden 2 


con las operaciones F¿=1f, y F=1F, con lo cual se tiene: 


l a a” 15 
b-a ba b-a b- = (b-a)(c- da e 
Gg dag c-a -a 
=(b-a)(c-a)(c+a-b-a)= (b aX(c-a)(c-b). 
l a a 
Entonces |1 b b*|=(b-aXc—-aXc—b). 
le e 


1. Evalue : a) 


N A UGU O 
~” N A 

VO = = N 
Rh a mn 


=3 


= e 


a b c 


2.Si |A|=|d e f =7 Aplique las propiedades para obtener el valor de: 


g h i 
2a 3c b a g 3d 
a) [2d 3f e b) | 4? | c) |44| d) |4|=|b h 3e 
2g 3i h e T 3f 
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UNIDAD 3 - Determinantes - Propiedades 


1 =<Z 3 5-3 0 
3. Dadas las matrices A=|-2 9 4|yB=|4 2 2| verifique : 
6 7 2 2 1 4 
a) |4B] = |a| |B]. Bleja] .  c)/2B|=2*|B|. 


4. Utilizando propiedades demostrar que: =(x-1)(x+2). 


Rh a > 
Ra > = 
= Rh = 
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3.2. APLICACIONES 

En esta sección se estudian dos de las aplicaciones más frecuentes de los determinantes: 
la solución de sistemas de ecuaciones lineales con solución única y el cálculo de la matriz 
inversa. 

El proceso de solución de sistemas de ecuaciones lineales mediante el uso de determinantes, 
es conocido como Regla de Cramer y se aplica sólo a sistemas con solución única. El 
proceso para hallar la inversa de una matriz no singular, se basa en el cálculo de los 
cofactores de la matriz. 

3.2.1. Regla de Cramer 

Esta es una de las técnicas más conocidas para la solución de sistemas de ecuaciones 


lineales con solución única. 


Un sistema de n ecuaciones lineales con n variables tiene solución única si el determinante 
de la matriz de coeficientes es diferente de cero, en tal caso puede ser resuelto mediante 
el proceso conocido como REGLA DE CRAMER. 


A continuación se describe el proceso generalizado para resolver un S. E. L. con solución 
única, aplicando la regla de Cramer. 


Algoritmo: (A es la matriz de coeficientes ). 


(1) Calcular el determinante de A. Si |4| #0 se continúa con el proceso. 


(2) Calcular |4 | para cada variable x, . 


| 4, | se forma cambiando en |A| la columna de los coeficientes de x, , por la de 
los términos independientes. 


(3) Calcular cada variable x, por medio del cociente x, 
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Nota: Si A] = O este método no se puede aplicar y se utiliza alguno de los métodos 
estudiados en la unidad 2 (reducción de Gauss-Jordan o eliminación de Gauss). 


auX + 0,X, + 4,,X, =D, 
Consideremos el sistema 4 a,,x, + 4,,x, +4,,x, =b, entonces: 


43, X, + 03, X, + 433X, = b; 


|[A|=|a,, a, a, | es el determinante de la matriz de coeficientes. 


|a |=|b, 4, 4, en |4| se cambió la columna-1 por los términos independientes. 


, 4, | en |A| se cambió la columna-2 por los términos independientes. 


¡[4,|=1a, a, b,| en | 4| se cambió la columna-3 por los términos independientes. 


Ejemplos 


2x+3y=15 


1. Utilizando la regla de Cramer resolver el sistema 
3x-S5y=7 
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Solución: 


Se calculan los determinantes |A|, | 4,| y |4,| . 


2 3 15 3 2 15 
|4|= =-19;|4,| = =-96; |4,|= =-31 
3 -5 7 d 3 7 
y se aplican las definiciones. 
-96 96 -31 31 
Entonces: x= —-=>— y Y =—=—. 
-19 19 -19 19 
ed À 6 31l 
La solución del sistema es: (x, y)= - = |. 
19 19 
3x-4y+5z=0 
2. Utilizando la regla de Cramer hallar el valor de la variable y en $ —x-2y+7z=2 


x+y =7 


Solución: Se aplica directamente la definición para la variable y: 


3 0 5 
127 
dal 1 7 0| -19 48 
”= TA] ~IS -2 358 =44 i 
a 7 
1 1 0 


ap+bq+cr=10 
3. Dado el sistema de ecuaciones lineales < ep+eq+ fr=20 
gp+hq+ir=30 


, donde p, q y r son las variables, escribir la expresión para obtener la variable q. 
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Solución: Aplicando la regla de Cramer, como q es la segunda variable del sistema 


El proceso descrito anteriormente se generaliza para sistemas de n ecuaciones con n 

variables, siempre que el determinante de la matriz de coeficientes (A), sea diferente de 

cero. 

x+2y+z =2 

ES E 2x —2z+w=6 

4. Hallar la solución del sistema de ecuaciones: 
4y+3z+2w=-1 


-x+6y-z-w=2 


Solución: Primero se calcula el determinante de la matriz de coeficientes. 


La matriz de coeficientes es A = , entonces: 


DA ao N 


-4 -4 1 0 0 1 


1 2 
20-21 2 == 1 
- =14 3 2=12 11 2 
0.4 3 200 4 3 210 6) 
j 8 0 =i a =4 -1 


-1 -l |1 8 0 -l 


i2 ii 
- | = 12.4) - 11.4 =-48 - 44 =-92. 


4 4 


(1) La columna 1 multiplicada por (-2) se sumó a la columna? . 
multiplicada por (-1) se sumó a la columna 3. 


(2) Se hizo la expansión por la fila 1. 
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3) La columna 3 multiplicada por 4 se sumó a la columna 1 y a la columna 2. 
(4) Se hizo la expansión por la fila 1. 


Como |A| +0 se calculan los determinantes para cada una de las variables: 


2 2 1 0. 16 0 1 0 
etaa AI E PA 
det (A ) = > =|-7 -2 ll -10 2 
* lapa 3 2| -7-2 3 2 
4 8 -1 (14 12 -1 
2 6 -1 -I l4 $ -1 4 
-27 -10 
= = -324 + 140 = -184. 
14 1 
123210011 0 0 0 
2 6 -2 1| 2 2 -4 a 0 UA E 
det (A ) = Z sl] 3 Dl 1 2 
y 0 -1 3 2| l0 -1 3 2 
4 0 -1i |16 -4 -1 
-1 2 -1 -I -1 4 0 
ao Mea 
6 -4 
1 2 2 0l 0 0 0 
266 i zaz alocado e? 
det (A) = : = 4 -1 Di -5 2 
z Jlo 4-1 2/0 4 -12 
8 4 -1 l4 6 -1 
1 6 2 q 1 8 4 
12 -5 
= = 72 + 20 = 92. 
4 6 
1 2 1 2| |1 10 7 2 
2 0 -2 6| |2 24 16 6 He e aa 
det (A,) = ER E 24 16=0 4 2 
04 3 -i lo 0 o0 -1 
-1 14 sl lo 24 12 
-1 6 -1 2| l-1 14 5 2 
a 48-48 =0 
2 B E 
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Ahora se calcula cada una de las variables aplicando la regla de Cramer: 


x= det(4,) = -184 =2 = det (4,) = 46 = l 
det(4) -92 ' det(4) -92 2 
det(4,) 92 _ y. ,_de(a,)__0 

= = = y, WS == = — = O. 
det(4)  -92 det(4)  -92 


La solución del sistema de ecuaciones es: x=2 ; y=% ; z=-1; w=0, 
Nota: Para el cálculo de cada uno de los determinantes, se combinó la aplicación de 


las propiedades con la expansión por cofactores para ir reduciendo el orden de los 
determinantes hasta llegar al determinante de orden 2, cuyo cálculo es inmediato. 


3.2.2. Matriz inversa 
Un requisito para hablar de “matriz inversa” de una matriz A, es que esta sea cuadrada. 


Sin embargo, la condición es necesaria pero no suficiente. 


Definición: Si A es una matriz cuadrada de orden n, se dice que A es INVERTIBLE si existe 
una matriz B llamada INVERSA DEA tal que A.B = l, = B.A. 


Se denota: B = A” entonces —A.A“T=l, = A'A 


Nota: Se habla de “la matriz Inversa” porque en caso de existir es única. 
Como no todas las matrices cuadradas tienen inversa, vamos a establecer la condición 
que garantiza la existencia de A“. 


Teorema: Si la matriz inversa de A existe, entonces: det (A) #0. 


Demostración: 


Como A es invertible, existe A* entonces A.A" =l, 
Calculando el determinante a los 2 lados de la igualdad se tiene: det (A.A*) = det (l). 


Como l, es triangular, su determinante es el producto de los elementos de la diagonal 
principal, es decir det (l1) = 1 y en consecuencia, det (A) y det (A) no son cero. 
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La afirmación contrarrecíproca de este teorema resulta muy útil: 


Veremos ahora otro método para hallar la inversa de una matriz no-singular, conocido 
como método de la “matriz adjunta” que a continuación se describe: 


Definición: Se llama MATRIZ ADJUNTA de A a la matriz de cofactores de la matriz 
transpuesta. 


Se denota adj (A) = cof (A!) 


Ejemplo: 


0 -1 3 
Encuentre la matriz adjunta de A=|-2 5 2 

1 0 -3 
Solución: 0 -2 1l 
Hallamos la matriz transpuesta A'=|-1 5 0 

3 2 =3 
Calculamos los cofactores de A!: C = 1} [5:(-3)-2-0] = -15 . 
C = 17 [(-1)(-3) -0-3] = -3 . C3 = 1) [(-1)2-5-3] = -17 
Ca = AP [(-2)(-3) 1-2] = —4 . Cy = (1) [0(-3)-1-3] = -3 . 
Co = 1)? [0-2 - (-2)-3] = -6 C,, = 41) [(-2)-0 -1-5] = -5 
Ca, = (1) [0-0 -=1)1] ==1 . Ca, = 1) [0-5-(-2)(-1)] = -2 


33 


Demostración: 
Se hace para una matriz de orden 3. pero el proceso se puede generalizar para matrices 
cuadradas de cualquier orden n. 
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a b c Ci CC 
Sean A=|d e f y Cof(A)=|c, Cy Czy |. 


g hi Ca C32 C33 


Por definición, la transpuesta de cof(A) es la matriz adjunta de 4, entonces: 


ĉi En Gi |A| 0 0 100 
adj (4)=| c&2 ĉa» “| => A- adji(4=|0 la 0 [=lafo 1 0] 
G Ca. a 0 0 |A| 0 0 1 


En la diagonal principal, se multiplica cada fila de A por sus respectivo cofactor, en estos 
casos, el resultado es |A| (propiedad 7), mientras que en las demás posiciones se multiplicó 
una fila por los cofactores de otra, y en estos casos el resultado es cero. Por tanto: A. 
adj(A) = det (A) | 


n. 


Si el determinante de A es diferente de cero, podemos multiplicar los dos lados de la 


n. 


1 1 
igualdad por yy ysetiene 4-[ 7, Adj(4) ] = | 
|A |A 


Definición: Si A es matriz invertible, se define la inversa de A como: 


aal . 
=jg asia) 


Algoritmo: (para hallar la matriz inversa de A): 


(1) Calcular el determinante de A. 

(2) Escribir la matriz transpuesta de A. 

(3) Hallar los cofactores de A', 

(4) Escribir la matriz adjunta de A. 1 

(5) Multiplicar la matriz adjunta por el escalar jal y escribir la matriz inversa. 


Ejemplos 


3 
1. Hallar la matriz inversa de 4 -f 5 


4 
a por medio de la matriz adjunta. 
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Solución: 


Se calcula det (A) = 3-7 =4 - (=5) = 21 + 20 = 41. 


3 -5 
Se escribe la matriz transpuesta A' = . 7 ) 


Se calculan los cofactores de A': C,, =7; C,,=-4; C,, =5; C,, =3 


7 -4 
Se escribe la matriz adjunta adj (A) = ; 3 ) 


1 
Se multiplica la matriz adjunta por 14 y se escribe A* entonces: 


PE a UI rea M 
== = es la matr nversa ae r 
als 3 5/41 3/41 TA 


Nota: Es conveniente verificar que A-A7= L, 


l , , 3x+4y=9 
2. Resolver el sistema de ecuaciones lineales | y 


—=5x+7y=5 a 
Solución: Resolver el sistema de ecuaciones se reduce a hallar la matriz x= ) f 


La matriz de coeficientes a-f 5 , es la misma del ejercicio anterior en el cual se 


1/7 -4 
A` =— 
obtuvo sl: 3 ) 


9 
Si se plantea la ecuación matricial del sistema de ecuaciones X = A-B, B= E ] 
1(7 -4 9 43/41 
Entonces: X=4*1.B=— . = l 
a 3 ) B) bars 


z . ; 43 60 
La solución del sistema de ecuaciones es: x= A y y= I 


se puede comprobar remplazando estos valores en cada una de las ecuaciones del sistema 
para verificar que se satisface cada una de las igualdades. 


1 2 3 
3. Encontrar la matriz inversa de: B=|-1 0 4| por medio de la matriz adjunta. 
0 2 2 
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Solución: Como | B| = =10 se sabe que B“ , existe y se hallan las matrices: 


1-10 =D F 
Br=|2 0 2| y adj(B)=| 2 2 -7| 
3 4 2 -2 -2 2 


4/5 -—1/5 -4/5 
Por tanto: B*=|-1/5 -1/5 7/10 | 
1/5 1/5 -1/5 


Es conveniente verificar que: B-B *=1.. 


1 -2 -3 1 2 0 
4. Hallar si existe, la matriz inversa de A=| -2 4 6 |y deB=|1 4 1 
2 1 3 2 1 3 


Solución: 


Calculamos el determinante de cada una de las matrices: 


L anen 
det(A)=|-2 4 6|=(12-24+6)-(-24+12+6)=-6+6=0. 
2 íi 3 


Entonces A“ no existe. 

1 2 0 

det (B)= |1 4 1| =(12+4+0)-(0+6+1)=16-7=9. 
2 1 3 


Entonces B* existe y continuamos con el proceso. 
1 1 2 


Matriz transpuesta de B: B'=| 2 4 1 
0 1 3 


Se calculan todos los cofactores de B! : 


G =4-31-1=11=11. e 


11 
Cp =-(2:3-0-1)=-6. C, =1:3-2-0=3. E 
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Ci =2:1-0:4=2. Ca =-=(1-1-0-1)=-. Ca =1:4-1-2=2, 
ll =6 2 

La matriz adjunta de B: adj(B)=| -1 3 -1 
=7 3 2 


11/9 -—6/9 2/9 
La matriz inversa de B: B1= | -1/9 3/9 -1/9 |. 
-7/9 3/9 2/9 


Nota: Para el caso de la matriz A, como el determinante es igual a cero se concluye que 
no existe la matriz inversa y el ejercicio queda resuelto. 


Para el caso de la matriz B como el determinante es diferente de cero, se concluye que la 
matriz inversa existe y se continúa con el proceso. 


La matriz inversa se forma dividiendo cada uno de los elementos de la matriz adjunta por 
el determinante. Se puede comprobar que el resultado es correcto multiplicando B y B1, y 
el resultado debe ser la matriz idéntica de orden 3 ( l} ). 


Propiedades de la matriz inversa 


1. Si A es una matriz invertible entonces (A) = A. 
-1 
|k 


2. Si |A|=k#+0 entonces |a| 


3. Si A es invertible entonces (47 )' = (47 J. 


4.Si A y B son matrices invertibles su producto también lo es y (4-B)' =B".4”, 


Ejemplos: 


Verificar cada una de las propiedades enunciadas con las siguientes matrices: 
4 -5 7 =l 
9 10 2 4 
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Verificación: 
Propiedad 1: (4 7)'= A 
A C po 20 UN 
a ggd o 7 aa T 
2/17 UF 
Mans E 
—9/85 4/85 


Propiedad 2: Si |4J=k => |4"|= con kx0. 


| A|= 4-10-9-(25)=85, 


2/17 1/17 2 4 9Y 1 _ 8+9_ 17 1 
17 17-85 17-85 85 


| l= Zas 4/85| 17 85 | 85 7 


Propiedad 3: (4) =(47) 


4 9 2/17 -9/85 
A -| ) y su inversa es wy l ] 


-5 10 1/17 4/85 
di 2/17 1417 i i w) 2/17 -9/85 
= su transpuesta es = , 
-9/85 4/85 id pu 1/17 4/85 
Propiedad 4: (4.B)' =B".4” 
31 4 
18 -—24 DEEA. JAE 
B= . (ABY =| 2550 425 
ba a) , entonces: (4B) 8 3 l 
2550 425 
2 1 2i a 4 
a gial 17 a_| 15 30 aga _ [2550 425 
Además 4” = g y y2 437 > mtatel| A Ed 
85 85 15 30 2550 425 
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Teorema: (Resumen) 
Si A es matriz cuadrada de orden n, las siguientes afirmaciones son equivalentes: 


A es invertible. 
La única solución del sistema homogéneo AX = O es la trivial. 


El sistema de ecuaciones lineales AX = B tiene solución única. 


(1) 

(2) 

(3) El determinante de A es diferente de cero. 
(4) 

(5) A es equivalente por filas a la matriz 1. 


Ejercicios propuestos: 


1 -2 
£ 1 
1. Dada la matriz A=|-2 9 4|, verifique |A =a 
6 T 2 
1 4 2 -1 3 1 
2. Encuentre las matrices inversas de X =|3 7 9| Y=| 0 2 0| y verifique que 
1 5 1 20 A 


se cumplen las siguientes propiedades: a) (X.Y)! =Y. XT. b) (XTY! = (X77. 


3. Resolver aplicando la regla de Cramer los siguientes S. E. L.: 


xty+z=-l x+2y+z=1 x+y—-3z=-7 
a)42x+y-3z=8 . b)42x+2y+3z=3 . c)s x+y sd... 
x=2y+3z==5 x+4y =0 x+2y-z=l1 
7 -3 4 x 0 
4.Si AX=B donde A=|1 -1 1|, X=| y|yB=|-2 
8 1 1 Z 15 


Halle X resolviendo la ecuación. 
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UNIDAD 3 - Determinantes - Aplicaciones 


2 -1 3 4 
15 =4 7 -2 
5. Para la matriz calcule : 
4 0 6 -3 
3-25 2 
a) El menor de 0 . b) El cofactor de 7 . c) Maa, Uy 
14 -x 
6. Resolver la ecuación |1 x -3|=30. 
1 2 -3 


3x, +x, +17x, =0 
7. Para que valores de a el sistema de ecuaciones y 2x, +3x, +8x, =0 


a} .z 7 H Q 
¿tiene solución única! x, +0x, +3x, =0 
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RESUMEN 


Un determinante es un número real asociado a una matriz cuadrada A, denotado por 
det(A)= | A| . El cálculo del determinante para las matrices de orden 2 y 3 es directo, pero 
para matrices de orden superior se utilizan las propiedades. 


El menor-ij ( M,) del determinante A se obtiene eliminando en |4| la i-ésima fila y la 
j-ésima columna, también es un número. El cofactor-ij de | 4| es el menor-ij multiplicado 
por 1 cuando i+j es un número par y por (-1) cuando i+j es impar. Se denota por 
C, = (A M; 

Un determinante de cualquier orden puede ser calculado haciendo la expansión por 
cualquier fila (o columna), que consiste en multiplicar cada elemento de esa fila por el 


correspondiente cofactor y sumar los resultados: |A| = aC, + apC +... + apC, 


Otra forma de calcular un determinante es aplicar las propiedades para obtener una forma 
triangular, pues en tal caso el valor de |A| es el producto de los elementos de la diagonal 
principal (oropiedad 5). El proceso de Ilevar el determinante a la forma triangular se puede 
realizar, intercambiando filas y sumando a una fila, otra fila multiplicada por una constante 
(propiedades 1 y 9). 


Los determinantes se utilizan para hallar la matriz inversa de A si existe. 
Con todos los cofactores de A se forma la matriz de cofactores de A, cof (A). 


Con los cofactores de la matriz transpuesta ( A' ), se forma la matriz adjunta de A que se 
denota por adj (4) = cof (A'). 


La matriz inversa de A se forma multiplicando escalarmente, la matriz adjunta por el inverso 


1 
-1 
del determinante: 4 = jal adj(4). Ahora se puede comprender por qué una condición para 


que exista la matriz inversa, es que su determinante no sea cero. 


Los determinantes permiten resolver S.E.L. con solución única utilizando la regla de 
Cramer, por medio de la cual, cada variables es igual al cociente de 2 determinantes, el 
de la matriz de coeficientes (A), y el de la matriz que se forma cambiando en A la columna 
de coeficientes de la variable que se va a calcular, por los términos independientes (4 ). 


i 


A, , l . 
Así: x, = para cada variable x, del sistema de ecuaciones. 


|4 
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Teorema: (Resumen) 

Si A es matriz cuadrada de orden n, las siguientes afirmaciones son equivalentes: 
(1) A es invertible. 

(2) La única solución del sistema homogéneo AX = O es la trivial. 

(3) El determinante de A es diferente de cero. 

(4) El sistema de ecuaciones lineales AX = B tiene solución única. 

(5) A es equivalente por filas a la matriz 1. 

GLOSARIO 

Un determinante es un número real asociado a una matriz cuadrada. 

El menor-ij de | 4| se forma eliminando en | 4| la fiai y la columna j. 


El cofactor—ij de | 4| es el menor-ij multiplicado por (-1)* 


La expansión de A] por una fila es, la suma de los elementos de esa fila, multiplicados 
por su correspondiente cofactor. 


La Matriz de cofactores de A es la matriz que se forma con los cofactores de A. 


La Matriz adjunta de A se forma multiplicando escalarmente por |A| , a la matriz de 
cofactores de A!. 


La Regla de Cramer es un método de solución para S.E.L. con solución única. 
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AUTOEVALUACIÓN 


En cada caso seleccione la respuesta correcta: 


=» 


—1 3 

o —1 2 |=0son: 
0 A +4 

d) 2, -1y 4. 


d) todo real diferente de O, 5 o -3. 


d)-3a +2. 


d) 30. 


OL +2 
. Los valores enteros de a para los cuales OL 
0 
a)-2,1y 4. b) solo -4 . c)O y -2. 
5-x 7 -10 
. Los valores de x para los cuales | 0 x 4 |#0 son: 
0 0 x+3 
a)5,0y -3. b) ninguno. c)5,-3y -4. 
. El determinante igual a cero para todo a y b diferentes de cero es: 
a b a —b a a 
a b c 
) -b a ) -a x ) -b b 
a 1 1 
. El cofactor-33 de 4=|-2 3 b| es: 
-9 c 0 
a) 0. b) 3a-2 . c) 3a +2 
2 -1 5 6 
0.3 2 4 
.Si A= entonces |A| es igual a: 
0 0 0 1 
0 0 -2 5 
a)-12. b)6. c) 12 
2 = 
. Si 4= 43h los valores de à para los cuales det(A Z, -—4)= 0 son: 
a)2 y 3. b) ninguno. c)-7 y2. 


d)7 y -2. 
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Decida si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera (V) o falsa (F). 


2 -1 5 
4-3 2 ] 
7. La matriz 0.03 no es invertible. 
0 0 0 -2 


8. Si det (4) = Oel sistema lineal homogéneo 4 X = O tiene soluciones diferentes a 
la trivial. 


9. La regla de Cramer es un método para resolver cualquier sistema de ecuaciones 
Lineales, con igual cantidad de ecuaciones que de variables. 


4x+5y T 
10. Al resolver el sistema de ecuaciones | utilizando la regla de Cramer 


=e-2yp=1 
=1.=2 
la variable y es igual a: y == . 
4 2 
=1 -1 
2 -4 7 -15 3 -1 
11.Si B=j0 1 3| lamatriz adj (B) es: | 35 -7 -14 | 
1 5 0 -19 -6 2 


12. Si una matriz es equivalente a la idéntica entonces es invertible. 


RETROALIMENTACIÓN 

Respuestas a los ejercicios propuestos. 

Sección 3.1 (página 106): 1. a)237. b)0. c)29-2a-15b. d)-14y-12. 
2. a)7 y -2. b)AM-204+1144-237. 3.c)0-12+0-7+0-30=-49, 


10 11 0 0 3 


-4 7 a | 
3. a)l. =5. 
1 3 0 3 


031 12 7| (2 7 
=-19-30=-49, b)4. +] ad, 


| =-49 


ài tya 
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Sección 3.1.2 (página 113): 1.a)-1113. b)O0. 
2. a) 2.3.(-1).7=-42. b)7.7.7=343.  C)4.44.7=448.  d)3.(-1).7 =-21. 


3. a) -17820 = (-270).(66).  b)-270. c) -528 = 8.66). 


Sección 3.2.2 (página 127): 1. |4| = -1/270 y |A| =-270. 
Ag 3 11 a 3 12 49 -31/4 -111/4 
2X=| 3 -1/2 -3/12|¡m=|o0 1/12 0 |;¡vocr=| 3/2 -1/4 -3/4 
4 12 572 al 3/2 12 51/2 -4 -29/2 


3.a)jx=1,y=0,z=-2. b)no se puede resolver con regla de Cramer porque la solución 
no es única. c)x= 10/3, y= 2/3 ,z = 11⁄3. 


5. a)16 b)27 c)2 d)11 6 8y-3 7.a=2 


A 

x 

II 
No So X 

ll 
N uUo -e 


Solución Autoevaluación Unidad 3: (página 131). 


1. La respuesta correcta es b). Haciendo la expansión del determinante por la tercera fila 


&+2 


se tiene: (0. +4) = (0. +4)[(0 +2)(0. —1)+01] . 


—-1 
a —1 


= (a +4).(&° +20 -2)=0. 


La solución del primer factor es -4, pero las del otro factor son ERE . 


2. La respuesta correcta es d). Como la matriz es triangular, el determinante es igual al 
producto de los elementos de la diagonal principal. Entonces: (5 — x ).x.(x + 3) = 0 si x = 
50x=00x=-3, por tanto, el determinante es diferente de cero si los valores de x son 
diferentes de 5, O y -3. 


=b 
b 


son diferentes de cero: el primero es a? + b? siempre es positivo, los otros dos son 2ab y 
nunca va a ser cero porque ninguno de los factores es cero. 


3. La respuesta correcta es b). | ý = a.b—(-b).(-a) = a.b -a.b = 0. Los otros resultados 
—a 
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4. La respuesta correcta es c). El cofactor-33 se forma eliminando en el determinante de la 


matriz, tanto la fila 3, como la columna 3 y multiplicando el resultado por (-1)%** entonces: 
a 1 
C, = (ED? 3 , = 1.(3a + 2) = 3a + 2. 


5. La respuesta correcta es c). Si se intercambian las filas 3 y 4, se tiene una matriz triangular 
, y el determinante es el producto de los elementos de la diagonal principal, pero cambia 
de signo por el cambio de filas. Entonces det (A) = (-1).2.3.(-2).1 = 12. 


L a ar-a- AA AS 
. La respuesta correcta es d). A-L, = 0% -4 3 =I 4 2-3 | 


Entonces: det (2.1, — 4) (2 —2).(1-3)-20=0 
-si-14=0 > 4=7, o ,h=-2 


7. La afirmación es falsa. Como la matriz es triangular, su determinante es el producto de 
los elementos de la diagonal: 2.3.(-3).(-2) =36, y por ser diferente de cero, la matriz es 
invertible. 


8. La afirmación es verdadera. Si det (A) = O, la matriz reducida tiene al menos una fila 
de ceros y el sistema de ecuaciones tendrá menos ecuaciones que variables, y un sistema 
homogéneo con menos ecuaciones que variables, tiene infinitas soluciones. 


9. La afirmación es falsa. Si la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones no es 
invertible, su determinante es cero, y el sistema no tiene solución única. La regla de Cramer 
es un método para resolver sistemas de ecuaciones lineales con solución única. 


E 


10. La afirmación es falsa. Según | regla de Cramer y = ==2, 


11. La afirmación es falsa. La matriz adjunta es la transpuesta de la matriz de cofactores, 


=15 35 -19 
en este caso es: | 3 -7 -6 
—] -—14 2 


12. La afirmación es verdadera. Si una matriz es equivalente a la matriz idéntica su 
determinante es diferente de cero, y por consiguiente, es invertible (teorema de resumen 
pag. 115). 
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4. VECTORES 


“El primero que encontró la fórmula de la palanca fue Arquímedes más de 2000 años atrás. Los romanos 


usaron sus inventos pero desdeñaron sus cálculos porque era un pueblo práctico que despreciaba la 
teoría. Sin embargo, para hacer avanzar la tecnología, es imprescindible e | estudio de la teoría”. 


INTRODUCCIÓN 


Los vectores son elementos “supuestamente familiares” para cualquier persona que haya 
cursado un primer nivel de física general, donde se estudia la parte mecánica relacionada 
con los movimientos, que por ser desplazamientos, quedan muy bien representados por 
un vector, puesto que se debe especificar la longitud, la dirección y el sentido de dicho 
desplazamiento (los 3 elementos que caracterizan un vector). 


Igualmente, las causas que originan un movimiento, como lo son la fuerza que se le aplica 
a un cuerpo o la velocidad constante o variable (aceleración) que se le imprime, también 
son apropiadamente representadas en forma “vectorial” , ya que para estos casos también 
se debe especificar magnitud (de la fuerza O la velocidad), dirección y sentido. Para el 
caso particular de la velocidad, recordemos que su magnitud se conoce como rapidez, y 
puede ser la misma en diferentes direcciones y sentidos (es un escalar). 


En el estudio de los fenómenos electromagnéticos o la mecánica de fluidos, se recurre a 
los conceptos vectoriales del cálculo diferencial e integral, para la fundamentación de los 
modelos teóricos que mejor describen sus comportamientos reales. 


Aunque su estudio se remonta al S. XVII para el desarrollo del cálculo infinitesimal por parte 
de G. Leibnitz, solo hasta el S. XIX H. Grassman y W. Hamilton definieron los vectores como 
los objetos con la representación geométrica que requería Leibnitz y que estudiaremos en 
esta unidad. 
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OBJETIVO GENERAL 


Distinguir y aplicar las diferentes operaciones definidas con vectores en el plano (R?) y en 
el espacio (R3) y su generalización a R”. 


OBJETIVOS ESPECÍFICOS 


e Definir y representar geométricamente vectores en R? y R?. 


e Efectuar operaciones con vectores en R? y R3, 


e Utilizar las propiedades de las operaciones vectoriales en los ejercicios de 


aplicación y en algunas demostraciones. 


e Determinar paralelismo y ortogonalidad entre vectores. 


e Calcular distancias, ángulos e intersecciones entre rectas y planos. 


e Calcular áreas y volúmenes de paralelogramos y paralelepípedos. 


CONTENIDO 


4.1. 
4.1.1. 


4.1.2. 


Vectores en R?, 

Características de los vectores en R? (plano cartesiano): 

Definiciones e interpretaciones geométricas. 

Norma. Angulo direccional. Vector normado . 

Operaciones con vectores en R2: 

Suma: definición, interpretación geométrica, propiedades. 
Multiplicación escalar: definición, interpretación geométrica, propiedades. 
Producto escalar: definición, interpretación geométrica, propiedades. 
Aplicaciones de las operaciones en R°: 

Paralelismo y perpendicularidad. 

Proyecciones ortogonales, trabajo. 

Teorema del coseno. 


Vectores en R3 

Características de los vectores en R* (espacio tridimensional): 
Definiciones e interpretaciones geométricas. 

Norma. Ángulos y cosenos directores. Vector normado. 
Operaciones con vectores en R?: 


Suma, multiplicación escalar, producto escalar. Definición, propiedades. 
Producto vectorial, producto mixto: definición, interpretación geométrica 
propiedades. 
4.2.3. Aplicaciones de las operaciones en R?: 
Ecuaciones de rectas y planos en R3. 
Distancias e intersecciones entre rectas y planos. 
Ángulos entre rectas y planos. 
Momentos de una fuerza. 
Áreas de paralelogramos y volúmenes de paralelepípedos. 


4.3. Vectores en R”. 


4.3.1. Generalización de las definiciones y operaciones en R? y R3. 
4.3.2. Operaciones en R”. 
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4.1. VECTORES EN 3? 


Los desplazamientos entre dos puntos del plano determinan los objetos geométricos 
llamados vectores. 


4.1.1. Características de los vectores en 1? 


Dos puntos a y b del plano geométrico definen un segmento gb . Este segmento puede ser 
“dirigido” en dos sentidos, de a hacia b o de b hacia a, y se indica con una sagita o flecha 
en el correspondiente sentido. (figura 4.1). 


Definición: Se llama VECTOR EN EL PLANO a un segmento de recta dirigido. 
El punto inicial de la flecha ( a ) se llama “cola” del vector, y el punto terminal ( b ) se llama 
“cabeza” del vector. 


Notación: Se escriben los dos puntos extremos (cola y cabeza) con una flecha en la parte 
superior ¿¿0O ha: 


También se utiliza una sola letra minúscula con una flecha en la parte superior o la letra en 
negrilla, así: gp =y =V. 

En este módulo utilizaremos esta última notación, es decir, los vectores se designarán con 
letras minúsculas en negrilla. 


Un vector v queda bien definido por: 

(1) La DIRECCIÓN, determinada por la pendiente de la recta que contiene al segmento. 

(2) La MAGNITUD, determinada por la distancia entre los dos puntos que definen el 
segmento ( es siempre positiva). 

(3) El SENTIDO, depende de la orientación que se le da al segmento. 


En el plano geométrico (lo llamaremos S), un vector puede tener infinitas representaciones, 
se llama VECTOR LIBRE y se puede graficar donde convenga. 
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Todas las flechas del mismo color representan el mismo vector, dado que tienen la misma 
dirección, magnitud y sentido (figura 4.2). 


Fig. 4. 2. 


En el plano cartesiano (R°), todos los vectores se representan tomando como punto 
inicial (cola) de la flecha el origen del sistema de coordenadas (figura 4.3 a). Por tanto, la 
representación geométrica de cada vector es única. Se llama VECTOR LIGADO y queda 
definido por un punto cualquiera del plano, que es el punto terminal (cabeza) de la flecha 
(figura 4.3 b). 


Fig. 4.3 


Como cada punto del plano representa un par ordenado (x, y) de números reales, todo 
vector del plano cartesiano R?, queda definido por un par ordenado. Sus componentes x 
y y se llaman COORDENADAS DEL VECTOR. 
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Notacion: u= (x, , y,) V = (x, , y,) 


x, y y, son las coordenadas del vector u. 
x, Y y, son las coordenadas del vector v. 


uU=v sisolosi x,=x, Y y,=), 


Definición: Se llama NORMA de un vector v a la longitud del segmento que lo define. Se 


denota ||v|| =,/ x? + y? 


Si v = (x, y) entonces 


| v [=v +y? 
y 


Fig. 4.4. | v |? =x*+y? (Tr. de Pitágoras) 
Al marcar las componentes del vector v, se forma un triángulo rectángulo en el cual, la 
longitud del vector es la hipotenusa, y las componentes x y y son los catetos (figura 4.4). 
Definición: Se llama ANGULO DIRECCIONAL al ángulo a que forma el vector con la parte 


positiva del eje X. Queda definido por cualquiera de las funciones trigonométricas, así: 


tan (a) = > arctan (joo „O, 
X 


senta) > arcsen| -> |a o, 
[v] 


l 


X 


cos (@)=-— = arccos e (figura 4.4) 


lv] 


Definición: Se llama VECTOR NULO al vector cuya norma es cero. 


Se denota o=(0,0) = || o |=./0?+0* =0 
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Su representación geométrica es un punto y en el plano cartesiano este punto es el origen 
(figura 4.5). Como este punto está en cualquier recta que pase por el origen, su dirección 
y sentido puede ser cualquiera. 


Fig. 4.5. 


Definición: Se llama VECTOR OPUESTO de v al vector que tiene la misma magnitud y 
dirección de v pero diferente sentido. Se denota -v (figura 4.6) 
Si v=(x, y) entonces -V = (-x, -y) 


Fig. 4.6. 


Definición: Se llama VECTOR NORMADO o UNITARIO de v al vector de longitud uno que 


está sobre la misma recta que contiene a v. 


Se denota e E a 4 = (cos a, sen a) 
i (i l] 
K 2 2 
Entonces: | Y W=- [,¿[ 2% |- x? $ Fo de a 
PA WPI PI Motta y 
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h M 


Fig. 4.7. 


El vector normado puede tener igual o diferente sentido al del vector dado, y su norma 
puede ser mayor o menor que la del vector (figura 4.7). 


Ejemplos: 

Para cada uno de los vectores dados, hacer la representación geométrica en el plano 
cartesiano y hallar: la norma, el ángulo direccional, el vector opuesto y el correspondiente 
vector normado. Hacer 3 representaciones diferentes de cada vector en el plano geométrico 
(figura 4.8 b). 


1. a=(3,2) 


Norma de a: [al = ,/37+2*=,f9+4=,/13- 


A 2 
Angulo direccional: a = arctan E ) ZSS. 


Vector opuesto de a: -a = (-3, -2). 


Vector normado de a: a ; 5 . 
fal 13 4/13 


2. b= (-2,1). 
Norma deb: |b| = J {2P 4r =./4+ = 5. 
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> 1 
Angulo direccional: a = arctan e ) = arctan E = 153,4? 


Con la calculadora, el resultado es -26,6% que corresponde a un ángulo del cuarto 
cuadrante, pero el vector b está en el segundo cuadrante (figura. 4.8.a). Por tanto el 
ángulo que corresponde es 180°- 26,6% = 153,40 


Vector opuesto de b: -b = (2, -1). 


b =2 1 
Vector normado de b: = ; ! 

jel EE 
3. C=(-1,-3). 


Norma dee: [el = J6? +63} =/1+9 =/10 - 


Ángulo direccional: œ = arctan E ) = arctan (3) = 251,60 


Con la calculadora. el resultado es 71,6° , que corresponde a un ángulo del primer 
cuadrante, pero el vector c está en el tercer cuadrante (figura 4.8 a). Por lo tanto, el ángulo 
que corresponde es 180° + 71,6 = 251,6 


Vector opuesto de c: -c = (1, 3). 


č -] -3 
Vector normado de c: i F i -| To’ 20 ) 
4. d = (2, -2). 


Norma de d: || d| = |2? +(-2} =.[4+44=.f8=2./2- 


; -2 
Angulo direccional: a = arctan E ) = arctan (-1) = -45° . 
Por ser ángulo del cuarto cuadrante se toma 360°- 45°= 315% 


Vector opuesto de d: -d = (-2, 2). 


Vector normado de d: L | 2 Hi e z) 


fal [2/22/12 a y2 
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Fig. 4.8. 
Ejercicio propuesto: 
Para cada uno de los vectores u = ( 3, 1) y v = (2, -1) halle : norma, ángulo direccional, 
el vector opuesto y el vector normado con sentido opuesto. Haga la representación gráfica 


de los vectores en el plano cartesiano, y 3 representaciones diferentes de cada uno en el 
plano geométrico. 
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4.1.2. Operaciones con vectores en R? 
Se definen tres operaciones con vectores en el plano: suma, multiplicación escalar y 


producto escalar, las cuales serán estudiadas en esta sección con sus correspondientes 
propiedades e interpretaciones geométricas. 


SUMA: Es una “operación binaria interna” (o clausurativa), lo que permite deducir que se 
suman 2 vectores en el plano y el resultado es un vector en el plano. 
En el plano geométrico, los vectores se grafican uno seguido del otro, y el “vector suma” 


o VECTOR RESULTANTE , se forma uniendo la cola del primer vector con la cabeza del 
segundo (Figura 4.9 a). 


U+vV 
Fig. 4.9. (a) 


En el plano cartesiano, el vector suma se obtiene sumando las correspondientes coorde- 
nadas (Figura 4.9 b). 


Definición: Si u = (x,, y,) y V = (x, y,) se define la SUMA de u y v. 


Como Uu+v=(x,+x,, y, +y) =( 


Fig. 4.9. (b) 
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Interpretación geométrica: A partir de 2 vectores con diferente dirección se puede 
completar un paralelogramo. El vector suma, queda representado por la diagonal del 
paralelogramo que tiene su inicio en el origen de los 2 vectores, y su norma es la longitud 
de la diagonal. (Figura 4.10 c) . 


La otra diagonal del paralelogramo, representa la diferencia de los 2 vectores. Es decir, la 
suma de uno de ellos con el opuesto del otro: (Figura 4. 10 a) 


u+(-v)=u-v,O,V+(-u)=v-u según sea el sentido de la flecha. 


U+V 
(a) (b) 
Fig. 4.10. 

C 
D á => 
PAC | = [AB + AD] 
—> —> —> 
[DB| = [AB - AD] 

A (c) 


Propiedades de la suma 


Esto quiere decir que al sumar 2 vectores en el plano, el resultado es otro vector del plano 
(Figura 4.10 b). 


Demostración: Si u y v eR?: u = (u, u,) y V= (v, v,) , entonces: 
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definición de vector en R?. 
definición de + en R? 

+ es clausurativa en %. 
definición de vector en R?. 


Significa que el orden en que se suman los vectores, no cambia el resultado. 


u+v 
vtu 


Fig. 4.11. 


u +v suma por encima de la diagonal. 
u+v suma por debajo de la diagonal. (Figura 4.11) 


Demostración: Si u = (u,, u,) y V = (v, v,) , entonces: 


definición de vector en R?. 
definición de + en R?. 


U +V =(u,, u,) + (v,, v,) 
( 
+ es conmutativa en KR. 


A) 


= (v+u, , v,+0,) 
= (v,, Vo) + (u, u,) definición de + en *R?. 
=v+u definición de vector en R?. 


[u+v]+w=u+[v+w]=Uu+V+w,. 


3. Asociativa: 


Quiere decir que se pueden sumar más de 2 vectores, pero siempre en forma binaria 
sin que la forma de agrupar afecte el resultado. Por lo tanto, se puede prescindir de los 


paréntesis. (Figura 4.12). 


vV 
u+v 


V+W 


[u+v]+w = u+[v+w] =u+v+w 
Fig. 4.12. 
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Demostración: [u+w]+w = [(u,,u,)+(v,,v,)] + (w,,w,) definición vector en R?. 
= (4,+v, , Us +v) + (w,,w,) definición de + en R? . 
= (lu, +v,J+w,, [u,+v,J+w,) definición de + en R?. 
= (u,+[v,+w,], u,+[v,+w,)) + es asociativa en R. 
= (4,,4,) + (v,+w, ,v,+w) definición de + en R?. 
= (uu) + [(v,,v,)+(w,,w,)] definición de + en R?. 
= UuU+[v+w] definición vector en R?. 


4. Modulativa: Vu eR? u+0=0+Uu=u. 


Esto significa que el vector nulo o, es el MÓDULO o ELEMENTO NEUTRO para la suma, 
porque cualquier vector sumado con el vector nulo no cambia (Figura 4.13). 


Fig. 4.13. 
Demostración: u + © = (u,, u,) + (0, 0) definición de vector en R?. 
= (u,+0, u,+0) definición de + en Rè. 
= (u,, Us) O es el módulo de + en R. 
=u definición de vector en R?. 


Significa que para cada vector u existe un único vector -u llamado VECTOR OPUESTO 
de u , porque la suma de estos 2 vectores es el vector nulo, el cual es módulo de la suma 
(Figura 4.14). 


A u+(-u=u-u=0 
ae (-u)+u=-u+uUu=0 
-u 
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Demostración: u + (-u) = (u,, u 


i -u,) definición de vector en R?. 
u-u 


definición de + en R?. 


= 1+ Wo7 u,) i À 
= (0, 0) + es invertiva en NR. 
=0 definición del vector nulo. 


Ejemplos: 


1. Si u = (3, -2) , v = (-1, 5) y w = (2, -3) verificar las propiedades enunciadas de 
la suma de vectores. 


Solución: 


Clausurativa: 
u + v = (3, -2) + (-1, 5) = (3-1, -2+5) = (2, 3) 


Conmutativa: 
u + v = (3-1, -2+5) = (2, 3) = (-1+3, 5-2)=V +U > U+v=v+u 


Asociativa: 

[u + v] + w = (3-1, -2+5) + (2, - = 
u + [v + w] = (3, -2) + (-1+2, 5-3) = (3, -2) + (1, 2) = (4, 
> [lu+v]+w=u+[v+w]=u+v+w 


Modulativa: 

u + o = (3, -2) + (0, 0) = (3, -2) = u 
v=+o0=(-1,5)+ (0, 0) = (-1,5) = v 

w + O = (2, -3) + (0, 0) = (2, -3) = w 
Invertiva: 

u + (-u) = (3, -2) + (-3, 2) =(0,0)=0 
v + (-v) = (-1,5) + (1,-5)=(0,0)=0 
w + (-w) = (2, -3) + (-2, 3) = (0,0) = 0 


2. Un bote viaja con una rapidez de 10 millas por hora hacia el este y sopla un viento cru- 
zado de sur a norte de 20 millas por hora (ver Figura 4.15). ¿Cuál es el vector velocidad 
del bote?. Indique su rapidez y dirección? 
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Solución: 


v [v= v 10° +20? = 500 =1045 222,36, 


b 


20 
a = arctan (o) = arctan (2 )= 63,43". 
10mi/h 


El bote se mueve con una rapidez de 22,36 
mi/h en dirección 63,43% al noroeste. 
Fig. 4.15. 


Ejercicios propuestos: 
1. Encuentre la magnitud y dirección de cada uno de los vectores dados: 


a) u = (-5, 8) . b) v=(1,-4/3) . c) w=(=2/3,-3/2). 


2. Encuentre un vector unitario que tenga el mismo sentido que el vector: 


ax. (2. b) y =(1, 1). 


3. Encuentre en cada caso 2 vectores u y v que tengan la magnitud y dirección 
dadas: 


a) norma 3 y ángulo direccional T/3 


b) norma 3/4 y ángulo direccional 1350 


4. Dados los vectores a = (3, -2) y b = (-4, -1) encuentre y grafique los vectores: 


a)a+b. b) a-b . c)-(a+b) . d) -a+b. 


5. Encuentre un vector unitario que tenga la misma dirección y sentido del vector 
U+vV-w, si u= (2, -4); v=(-3,0) y w= (0, -2). 
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1 1 
6. Muestre que el vector (7 F) es un vector normado. 
42 


7. Para cada uno de los vectores dados encuentre sen a y cos a donde a es el 
ángulo direccional del vector: 


a) v =(-3, 4). b) v = (5, -5). c) v= (1,0). d) v = (0, 1). 


8. Si u = (2, 3) y v = (-3, 4) calcule : 


a) u-v] b) Jul + iv] c) lvl - [ul d) Ju +v] 


e) Haga la representación gráfica de todos los vectores calculados. 
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MULTIPLICACION ESCALAR: Es una operación definida entre un real y un vector cuyo 
resultado es un vector. 


En el plano geométrico a partir de un vector v, podemos construir otros vectores, por 
ejemplo: el doble del vector 2v; la mitad del vector (/2)v; el opuesto del triple del vector, 
(-3)v; el opuesto del vector (-1)v; el vector nulo Ov; el mismo vector 1v. Todos ellos tienen 
la misma dirección y por tanto, están sobre la misma recta (Figura 4.16). 


Fig. 4.16. 


Para cualquiera de los anteriores vectores respeto al vector v, se dice que es un “múltiplo 
escalar de v”, es decir, se obtiene multiplicando al vector v por un real (escalar). De todos 
ellos se dice que son “vectores linealmente dependientes”. 


Definición: Dado un vector v = (x,y) y r eR se define la MULTIPLICACIÓN 
ESCALAR de v por r como: 


Se dice que w es un MULTIPLO ESCALAR de v. 
Recíprocamente se puede asumir que v es múltiplo escalar de w puesto que 
v= 2 w sirz0. 


r 


De los dos vectores v y w se dice que son LINEALMENTE DEPENDIENTES , porque están 
sobre la misma recta, es decir, uno de ellos depende del otro. 


Interpretación geométrica: Si se efectuaran los productos escalares de un vector cualquiera 
v con cada uno de los números reales, el resultado sería una recta en la que cada punto 
representa un vector, al cual le corresponde un real llamado ABSCISA DEL VECTOR. A la 
recta se le llama D, para indicar que cada punto define un vector con su origen en o. 
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En la figura 4.16, la abscisa del vector u es 1, la del vector 2u es 2, la del vector -3u es 


-3, la del vector Y. u es z y la del vector nulo o es 0. 


-3U -3/2u -u O u 2u 
E 0100 > D, 
-3 -2 -3/2 -1 O 1/2 1 2 3 
Fig. 4.17. 


Como la recta D, se forma a partir del vector u (Figura 4.17), se dice que “u es un vector 
GENERADOR de la recta D, 


En el plano cartesiano, el vector unitario sobre el eje X se llama i y sus coordenadas son 
(1, 0); el vector unitario sobre el eje Y se llama j y sus coordenadas son (0, 1). (Figura 
4.18) 

El vector ies un generador del eje X, por tanto, cualquier vector sobre el eje X es un múltiplo 
escalar de i. Así mismo, el vector j es un generador del eje Y y cualquier vector del sobre 
el eje Y es un múltiplo escalar de j. 


Como todo vector v eK? queda definido por un par ordenado (x, y), v se puede expresar 
como la suma de un múltiplo escalar de i con un múltiplo escalar de j. 


Si v = (x, y) ,entonces: 
V=xi+y)j , porque: 


v=x(1,0)+y(0, 1) = (x,y) 


Se dice que v es una COMBINACIÓN LINEAL de los vectores i y j, es decir, una suma de 
múltiplos escalares de i y j. (Figura 4.18) 


Ahora, cualquier vector del plano queda definido de dos formas: 
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Observamos en la figura 4.18, los vectores i y j no están sobre la misma recta, es decir, no 
son linealmente dependientes. Se dice que son LINEALMENTE INDEPENDIENTES, lo cual 
significa que ninguno de ellos es múltiplo escalar del otro. 

Como todo vector del plano puede ser expresado en términos de i y j, se dice que el 


conjunto { i, j }, GENERA al plano 9R? y se llama BASE CANÓNICA o NATURAL del plano 
cartesiano. 


Propiedades de la multiplicación escalar: 


1. Para todo vector veR? 1v=vw y Ov=0. 
2.Sir,seR y VeR?*: [r:s] v =r[s v] 
3.Sir,seR y VeR*: [+s] v=rV+sV. 


reR y u,veR?: r[u+v]=ru+rv. 


re R,paratodo vector v eR?: |v] =r |v]. 


Demostración (1): 
Si v = (x,y) entonces 1v = 1(x,y)= (1x, 1y) = (x, y) =V. 


Ov = 0 (x, y) = (0x , Oy) = (0, 0) = 0. 


Ejercicios resueltos: 


1. Demostrar la propiedad 2 de la multiplicación escalar. 


Demostración: Si v eR?: v = (x , y) entonces 
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[rs] =[r-s] (x,y) definición del vector v. 
= ([r-s]: x, F- s]: y) definición de mult. escalar. 
=(r-[s:x] ,(r-[s:y]) + es asociativa en KR. 
SEUA DA) definición de mult. escalar. 
=rls(x,y)] definición de mult. escalar. 
= 1 [s v] definición del vector v. 


2. Sir=-2, s= l , U= (6, 2) y v= (-4, 3) verificar las propiedades 3 y 4 de la multiplicación 
escalar. 3 


Propiedad 3: [r +s] v=rv +sv. Entonces: 


| 2+2 [(6,2)=-2(6,2)43 (6,2) 


(6232124) 2,3) 
10, Sl 10, 3) 


Propiedad 4: r[u+v]=ru+rv. Entonces: 


-2[(6,2+(-4,3)]=2 (6,2) +(22) 44,3) 
-2(2,5)=(12,-4)+(8,-6) 
(-4,-10)=(-4,-10) 


2 ; at 
3. Expresar los vectores a = 5) y b = (0, -3) como combinación lineal de los 


vectores i y j. Efectuar la suma de a y b. Expresar el resultado de la suma en coordenadas 
cartesianas. 


2 
Solución: a=| -=,1| => ase etje- ta 
5 5 5 


155 


Ze . 
=== 1-3 
IG. 


> 
= -21-2 
5 J 


Dos í , 2 
Entonces: a+b = = i- 2j y en coordenadas cartesianas a + b = E > -2) 


4. Si u = (1, -2), v=(-3,-1) w=(2,0), encuentre un vector x tal que 
2(U+v)-3x= > W. 


Solución: Aplicando convenientemente las propiedades de la suma y la multiplicación 
escalar , se realiza el proceso algebraico para “despejar” a x. 


2(U+v)-3x= ; w > 2(U+V)- 7 w=3x 


= ¿le (u+v)- 3 w]=x 
> x= 2 (ev) w 
23 6 
2 1 
Remplazando: x=3 [(1, -2) + (-3, -1)]- F (2, 0) 
> x= 2 (2-3)- $ (2.0) 
4 1 
X=(--,-2 == ,0 
> ( 3 )+ ( 3 ) 
5 
X=(-7,-2 
> de ) 


Luego el vector x que satisface la ecuación vectorial 2 ( u + v )-3 X = 


N]|= 


5 
es x=(-2 ,-2). 
= ) 


Se puede verificar que la solución obtenida es correcta, haciendo la sustitución en la 
ecuación dada. Así: 
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il 
2(U+Vv)-3x= > w entonces: 


(-4, -6) + (5, 6) = (1, 0) 


5. Si a=(4,-3) y b = (2, 0) calcular [al b - |b] a 
Solución: a=(4,-3) > Jal =5. 
b=(2,0) => |b|] =2. 


Entonces: |a| b - [bl] a =5 (2, 0)- 2 (4, -3) 
0, 0) + ( 


6. Encuentre el da y, para el cual, el resultado de a u + y] - - w esel 
vector nulo o, si u= (-4,2) y w= (6, -8). 2 


Solución: Se plantea la ecuación 3f - u +y]- z w=O0 y se despeja y 


1 3 3 3 
3-—-u+y]-=w=0 > 2=Uu+3y -> W=0. 
5 y] 3 > e. 


3 3 
> 3yY=--U+- w 
2 2 
=> ya je uran 
2 2 i 
1 
> y=--U+- W 
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i = 


Entonces: y=- > (4,2) + L (6, -8) =(2,-1) + (3, -4) =(5, 5). 


~ N 


Por tanto, el vector y = (5, -5), es el vector que satisface la ecuación dada. 


Teorema: Las siguientes afirmaciones para dos vectores u y v en el plano 
son equivalentes: 


(1) u es múltiplo escalar de v ,o, v es múltiplo escalar de u. 
(2) u y v son linealmente dependientes (L.D.). 


(3) u y v son paralelos ( u i b). 


Las equivalencias se deducen a partir de la definición e interpretación geométrica de la 
multiplicación escalar. 
Ejemplos: 
1. Si u = (1, -2) y v = (3, 1) encuentre un vector w e%R? normado (de longitud 1) 

y paralelo a 2u- vV. 
Solución: Primero calculamos el vector 2u — v que llamaremos z, entonces: 

= 2(1, -2) - (3, 1) = (2, -4) + (3, -1) = (41, 5) 

Como el vector w debe ser paralelo a z, entonces es un múltiplo escalar de z. Es decir, 


existe una constante k , tal que, w = kz. Como el vector w debe ser normado, tomamos la 
constante k igual al inverso de la norma de Z. 


[z| = fCiy+Esy =./26 entonces w= zC! ES $5) 


Es el vector pedido. 


2. Decidir si los siguientes pares de vectores son o no, linealmente dependientes: 
a) u = (2, -3) y v = (-1, 3/2). b) u = (-2, 4) y v = (- 42, 2). 


Solución: Si u y v son vectores linealmente dependientes, uno de ellos debe ser múltiplo 
escalar del otro, es decir, debe existir para cada caso una constante k tal que u = kv. 
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a) (2, -3) = k (41, 3/2) = (2, -3) = (-1k, 3/2 k) 


2=k => k=-2 
> 
322 


==k > k=-2 
2 


Como el valor de k es el mismo para las 2 componentes, los vectores u y v son linealmente 
dependientes. 


b) (2,4) =k(- 42,2) > (-2, 4) = (-V2 k, 2k) 
2 
_ o 

4=2k=>k=2 


Como la constante k no es la misma para las 2 componentes, es imposible que se cumpla 
la condición u = kv, luego los vectores u y v, no son linealmente dependientes. En este 
caso los vectores son linealmente independientes. 


Ejercicios propuestos: 


— 
1. Encuentre todos los vectores q e3R*, tales que PQ tenga su punto inicial en el 
punto P = (2, -1), y que sean paralelos al vector u = (7, 6). 


2. Si u = (-3, 2), v=(1,0) y w = (2, -4) calcule : 


1 
a) [-2u[| +2 [ul b) [3u-5v + w| G) [u+] [u+v] 


3. Si u,v y w son los vectores del ejercicio anterior (2.), encuentre las 
componentes del vector X eR? , para el cual 2U- v +X=7X+W. 


4. Dados u = (1, -1) y v= (2, 7) se define z = au + bv . Encuentre los valores de las 
constantes a y b, para que: a) z = o (vector nulo en Rẹ?) b) z= (3, 5). 


5. Demuestre que no existen escalares r y s , tales que r(2, -3) + s(-4, 6) = (5, 3). 


6. Dados los vectores u= 3i-j; v=5j y w=2i, encuentre un vector 
y = 3[ w + 2v] - 4u y expréselo en la forma y = ri + sj donde r, s eù. 
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PRODUCTO ESCALAR: Es una operación definida entre 2 vectores, y el resultado es un 
real (escalar). Esta operación también se conoce con el nombre de 
PRODUCTO INTERNO o PRODUCTO PUNTO. 


Al considerar 2 vectores del plano, teniendo en cuenta la dirección, hay dos 
posibilidades: 


1. Los vectores son “paralelos” o “linealmente dependientes”, porque están sobre la 
misma recta o sobre rectas paralelas 


2. Los vectores son “no paralelos” o “linealmente independientes” porque están 
sobre rectas que se cruzan. 


Si los vectores son PARALELOS hay dos posibilidades: 

1. Los vectores tienen el mismo sentido, el ángulo entre ellos es 0° 

2. Los vectores tienen diferente sentido, el ángulo entre ellos es 180% 
En el caso de vectores paralelos del mismo sentido, el producto escalar se define como el 
producto de las normas de los 2 vectores (figura 4.19 a). Si los vectores son paralelos y de 
sentidos opuestos, se define como el opuesto del producto de las normas (figura 4.19 b). 


Los dos casos se resumen diciendo que el producto escalar de 2 vectores paralelos, es “el 
producto de sus abscisas”. 


y i l| b uv 


uev 


Fig. 4.19. (a) 


Fig. 4.19. (b) 


Nota: La norma siempre es positiva. La abscisa puede ser positiva o negativa. 
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Si los vectores son NO PARALELOS, el producto escalar se define proyectando un vector 
sobre el otro, y multiplicando las abscisas del “vector proyección” p y del vector v, sobre 
el que se hizo la proyección. 


Fig. 4.20. 


Definición: Se llama VECTOR PROYECCIÓN de u sobre v, al vector que se obtiene 
proyectando perpendicularmente el vector u, sobre la recta que contiene el vector v 
( Figura 4.21 ). 


p,u [xl 


pvu 


Fig. 4.21. 


Se denota p,u y es un múltiplo escalar del vector normado de v. 


Queda definido como , donde k es la abscisa del vector p_Uu. 


Para calcular k, observando la gráfica (Figura 4.21) se tiene: 


_ lew 


l] 


Si el ángulo a entre u y v es menor de 90% el vector proyección tiene el mismo sentido del 
vector v , y la constante k es positiva (Figura 4.20 a). 


cos(a) k= | pu||=[u | cos(a) 


161 


Si el ángulo entre u y v está entre 90° y 180% el vector proyección tiene sentido opuesto al 
vector v y la constante k es negativa (Figura 4.20 b). 


Definición: Si u y v son 2 vectores del plano, se define su PRODUCTO ESCALAR como el 
producto de las normas por el coseno del ángulo entre los dos vectores: 


uev = [u|-[v| cos(a) donde a es el ángulo entre los 2 vectores. 


Esta definición es válida para cualquier par de vectores: 


- Si u y v son paralelos y del mismo sentido a=0", entonces: 
uev = ||.» coso = [uv]. 


- Si u y v son paralelos y de diferente sentido a=180% , entonces: 
uev = |u |- |v|cos180 = |u llen = -le 


- Si u y v no son paralelos los valores posibles para cos a están entre -1 y 1. 


De las anteriores apreciaciones se concluye: 


Teorema ( Desigualdad de Cauchy-Schwarz ). 


Para cualquier par de vectores u y v en el plano |uev] < [u v]. 


Fig. 4.22. 


Geométricamente, la proyección ortogonal (perpendicular) de un vector sobre una recta, 
siempre tiene longitud menor que el vector (ver figura 4.22). Por tanto, el producto escalar de 
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2 vectores, en valor absoluto, siempre es menor o igual que el producto de las normas. 


De la definición del producto escalar como: uev = [u |-[ v[| - cos(a) , donde a es el ángulo 


entre los vectores, se deduce que : cos(a ) = fu NE . 


Definición: Se define el COSENO del ángulo a entre los vectores u y v , como el producto 
escalar de sus vectores normados. 


Se denota: cos(a) = 


Si B y y son los ángulos direccionales de u y v respectivamente, el ángulo a entre u y v 
es œ=ß -y (figura 4.23). Por tanto: 


cos(a) = cos(B — y) = cos B cos y + sen B sen y. 


qq 


Por otra parte, se definió juj“ (r 


al o 
Ii 
uey 


Si se hacen las sustituciones correspondientes en la definición cos(a = lu [- lv | 


ra): (cos PB, senf ) y 


Tih (cosy , seny ) 
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se tiene: 


uev 
cos(a )= cos B cos y + sen f sen y = lufi: 
y 
Wi Mi + Us g oa E > MiNi TUS W uev 
lel e el i el] lel el] 


> UV, +U),*V, =U*V es otra definición para el producto escalar. 


Definición: Sean u y v vectores en R? , tales que u = (u,, u,) y V= (v,, v,) ,se define 
el PRODUCTO ESCALAR entre u y v como la suma de los productos de las respectivas 


coordenadas: 
UeV = uv, + u, ` V. 


Ejemplos: 
1. Si u = (-1,1)y v= (2, -1) hallar: 
a) El producto escalar entre u y v. 


Solución: Uev = (—1)-2+1-(—1)=-2-1=-3. 


b) El ángulo a entre u y v. 
el uev 2 8 
Solución: cos(a ) = Juj] => cos(a )= nJ To 


luļ= C9 +P =/2 ` Ivl- y2 +C =4/5 


3 
Entonces œ = arccos Ed = 166,340 


c) Graficar la proyección del vector u sobre el vector v (Figura 4.25) 


Fig. 4.25. 
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d) Hallar el vector proyección de u sobre v ( p_u) y el vector proyección de v sobre u ( p,u). 


y 
Solución: De la definición de p,u =k [v] , teniendo en cuenta que 


k= [u|-cos(a) y cos(a) = = Ta] j* Iv] F , se concluye: 


y v uey 
pusk Jo] = leso = epp A ShP japo 


En forma análoga se define el vector proyección de v sobre u: 


veu 


u Gi k e a oa 
P,v= kjuj = Iles jy] = lh jeje e] > [Pus pro 


Como u = (-1,1) y v = (2, -1) , entonces: 


(1): E 1) -3 { 6 al 
A A ; 
5'5 
e 
2° 


Me ae 
2-(-D+(=D-1 Ze 1.1)= (> 


Pv= EL, D= 
“o dey+ry 


2. Graficar los vectores u = (1, 3); w=(-2,0); w=(1,2); z=(-2,2/3) y 


hallar las coordenadas de: a)p,w b)p,u c)p,z d)pu e) py 


Fig. 4.25. 


wey (1,2)+ (2,0) 


A ra 


(2,0) = H2,0)=-52,0=0,0) 
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pa 1,3) (1,2) y -7 12 (53 
b) p,U= [y]? w= T (1,2) A )= 3 


zev (2,23)(20) 


= 17 V= 2,02 -2,0 ER 
c) p,z IM] v= MERTA, c ) ( )= (E ) 


uez (1,3)e (=2,2/3) 


= 1517 z = (-2,2/3)= (=2,2/3)= (0,0) 
ropa (Jete ) ra 


vew (22,0 Je (1,2) 


T 1,2 1,2 E 
opw- p e O 
Propiedades del producto escalar: 


Demostración: Si u = (u,, u,) y V = (v, v,) ,entonces: 


uov = (u,, u,)e(v,, a definición de vector en R?. 
=u ` y +u, definición de producto escalar 
=V, 4, +V, U, . es conmutativa en R 
= (v,, v,)Je(u,, Up) definición del producto escalar. 
= veu definición de vector en R?. 


Verificación: Si u = (2,-2) y v = (3,1) ‚entonces: 


2. [r u]v = ue[r v] = r[uev] 


Demostración: Se deja como ejercicio al lector. 


Verificación: Si r=3, u=(2,-2) y v 


(3, 1) 
[r u]v = [3 (2, -2)]e(3, 1) 


(6. -6)e(3, 1) = 18-6 = 12 
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ue[r v] = (2, -2)e[3 (3, 1)] =(2, -2)e(9, 3) =18 - 6 = 12 


r[uev] = 3[(2, -2)e(3, 1)] = 3[6 -2] =3-4= 12 


ue[v + w] = uev + Uew 


Demostración: Si u = (u,, u,), V = (v, v,) y W =(w,, w,) 


ue[v + w] = (u,, u,)e[(v,, v,) + (w,, w,)] 
= (u, u,)Je(v, + w, , v, + w,) 
= u [v + w, ] + u,[v, + w,] 


SU V +u W +U,’ V, +u, W, 
=[u, > v, + u, v, ] +[u, : w, + u, w,] 
= Uev + Uew 


Verificación: Si u = (1, 2), v=(-2,3) y w= (3, -5) entonces: 
ue[v + w] = uev + uew 
(1, 2e[(-2, 3) + (3, -5)]= (1, 2)e(-2, 3) + (1, 2)e(3, -5) 
(1, 2e(1, -2) = [-2 + 6] + [3 - 10] 
1-4 =4-7 
-3 = -3 


ueu = [u[?>0 y ueu=0 si y solo si u=0 


Demostración: Si u = (u,, u,) ,entonces: 


Ueu = (u,, u,Jo(u,, U,) = 4, U, +4, u, =u? +u’? 


Bea 1 


Como pul = yu *+u,? > ju]? = (yatu? =u, *+u, ? = usu 


De esta propiedad, se concluye que el producto escalar de cualquier vector con si mis- 
mo, da como resultado la norma del vector al cuadrado. 


Verificación: Si u = (-3, 4) > | u |=/9+16=,/25=5 = | u|?=25 


Además, ueu = (-3, 4)e(-3, 4) = (3) (-3)+4-4 = 9+16 = 25 
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Teorema: El producto escalar de dos vectores u y v en R? es cero, si y solamente si, al- 


guno de los vectores es el vector nulo o si los vectores son ortogonales. 
uev=0 SS Uu=0 O V=0 O ulv 


Demostración: 


Si alguno de los vectores es el vector nulo: u = (0, O) o v = (0, 0) , entonces por defini- 
ción uev = 0. 


Si ulv el ángulo entre u y v es 90° y aplicando la primera definición del producto esca- 
lar se tiene: 


uev = | u|] + |V [-cosoo*=u || + |v ]-0=0. 
Porque el coseno de 90° es cero y el producto de cualquier número con cero es cero. 


Ejercicios resueltos: 


1. Decidir si los siguientes pares de vectores son o no ortogonales: 


i 2. 4., 
a) u = 2i — V=“=i1i+-j 
) j y 3 z) 


b) z=i+j y w=-i+2j. 


Solución: 


a) Expresamos los vectores en términos de sus coordenadas: 


2 4 2 4 4 4 
u = (2, -1 Vv=(2,7) > uev=2-2+(-)-==---=0 
(2, -1) y az? E O 
Como el producto escalar de los vectores es cero, se concluye que los vectores 
son ortogonales. 


b) z= (1,1) y w=(-1,2) > zew = -1 + 2 = 1. Como el producto escalar es 
diferente de cero, los vectores no son perpendiculares. 


2. Demuestre que los vectores ¡ y ¡ de la base canónica, son ortogonales. 
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Solución: 

i=(1,0) y j=(0,1) > lej=1-0+0-1=0. Luego iej=0 => ilj 

Nota: Como los vectores i y j son normados (de longitud 1) y ortogonales, se dice que {i, j} 
es la BASE ORTONORMADA del plano cartesiano. 

3. Encuentre un vector x que sea unitario y ortogonal al vector z = 4i + 3j. 


Solución: 
Supongamos que X = (a, b) , entonces se debe cumplir zex = 0. 
zex = (4, 3)(a,b)=4-a+3:b=0 > b=-Ż a 
b= -$ a significa que hay muchas opciones, una para cada valor de a: 
si a=3 entonces: b=-4 y y= (3, -4). 


Pero el vector y no es unitario, por lo que se calcula [ y E | 32 +(-4) =5 


y 
Aplicando la definición de vector normado se tiene que: X = yl , entonces: 


3 4 a E 
x= E , a] es un vector unitario y perpendiculara zZ. 


4. Se tienen 3 vectores no nulos a , b y c del plano %?. Si el ángulo que forman a y c 
es igual al ángulo que forman b y c, demuestre que el vector c es ortogonal al vector 


v= |a] b-] b] a 


Demostración: 


a 


ec 
Si œ es el ángulo entre a y e entonces : 2050 = laffe]: 


be 
Como el ángulo entre b y c es igual a a. ,entonces : COS% == 
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De las dos igualdades se concluye: 


aec bec aec bec 
lable Jalle 7 lel 5] 


> [b|. aec = ||a||: bec 
> [b|. aec - ||a ||: bec =0 
> [|b]: a- Jal-blec =0 
> vec=0 

> vic 


Teorema: (Desigualdad Triangular). 


Dados dos vectores u y v del plano, [| u+v|<|[u| + | vw]. 


Demostración: |u + v[?=(u+v)e(u+v). 
= Ueu + Uev + Veu + Vov. 
= [u[?+2uev+ [v[2 
= [ul *+2[ul |v] coso + |v] *. 
<fu2+2[ ul - [v] + [v]? ( Icosal<1!) 
<(f ul + |v]. 
Como: [u+v[?< (ul + [v]? => [u+v| < [ul + | v]. 
Interpretación geométrica (de la desigualdad triangular): 


Dados 3 puntos del plano, se pueden definir 3 vectores de los cuales, uno de ellos es la 
suma de los otros 2. 


Si los 3 puntos están alineados, los vectores son paralelos y se cumple la igualdad (ver 
Figura 4.26 a). 
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u V 


— Ae ces » SUS 


u+v 
[u+v]| = [uf +| v| 
Fig. 4.26. (a) 


Si los puntos no están alineados, los vectores no son paralelos y al sumarlos se forma un 
triángulo, para el cual la suma de las longitudes de 2 de sus lados, siempre es mayor que 


la longitud del otro lado. (Figura 4.26 b) 


u+v A G 
— — —> a 
pu+v|[<[u| +|v] | AB+BC | < | ABI + [BC | 


Fig. 4.26. (b) 


Ejercicios propuestos: 


1. Encuentre el ángulo a entre los vectores u y v si: 


a)u = (1,2)y v=(6,8) . b) u = (-7, -3) y v = (O, 1). 

2. Encuentre el vector proyección de w sobre z y la componente de w sobre z si: 
a)w = (2, 1)y z= (-3, 2) . b)w = (2,6) y z= (-9, 3). 

3. Si a = (2, -3) encuentre un vector b e? ,talque bea =0 y [al =|[b]|. 


4. Demuestre que si u y v son vectores ortogonales, entonces: || u+v || ? = || u-v || ? 
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4.1.3. Aplicaciones de los vectores en 1? 

PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD 

Dados u y v eh? entonces: 

u| |v (u es PARALELO a v) si existe un escalar k tal que: v=kuo u =kv 
ulv (u es PERPENDICULAR av) si uev = 0 

Ejercicios resueltos: 


1. Encuentre un vector x de longitud 2 en la dirección del vector v = (-1, 2). 


Solución: Supongamos que el vector es: X = (a , b). 


Las condiciones dadas son: |x| =2 y x=kv. 
Si |x| =2 > fed+pb=2 > a+b=4 (1) 
Si x=kv => (a,b)=(-k,2k) => a=-kyb=2k (2) 


Remplazando las condiciones de la ecuación (2) en la ecuación (1) tenemos: 


(k)+(2k)=4 > k?+4k?=4 > 5k?=4 > k*=4/ 
a pt j$- 
E 


Remplazando estos valores de k en la ecuación (2) se tiene: 
2 2E 2 4 
142 A E y les- T3 E 


Esto significa que hay dos soluciones posibles, los vectores: 


X= E X= S a satisfacen las dos condiciones requeridas 
AE S a a Kai 


2. Si u = -2i +5j y v= ci- 2j encuentre valores de la constante c para que: 
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a) u| |v b) ulv 
Solución: u = -2i +5j = u = (-2, 5) 
v=ci-2) > V=(c,-2) 


a) Si u| |v existe una constante k tal que (e , -2) = k (-2, 5). 
Entonces: c= -2k y -2=5k > k=-2/5 y c= 4/5 


Por tanto, para que el vector v sea paralelo al vector u ces 4/5. 
b) Si ulv, entonces, Uev = 0. 


UeV = (-2 , 5)e(c , -2) = (-2).c + 5- (-2) = -2c -10 =0 > c=-5. 

Por tanto, el vector v = (-5 , -2) es ortogonal a u. 
3. Si u y v son vectores en el plano, demostrar cada una de las siguientes afirmaciones y 
dar una interpretación geométrica: 
a) Si | u| = |v] „entonces: (u-v )y (u +v )son ortogonales. 


Demostración: Si (u-v )L(u+ v ) ‚entonces, (u-v Je(u + v)=0. 


(u-v )e(u + V ) = ueu + Uev — veu + Vev = || u| °- |v] ? 
Pero |u| = [[v] = |uļ?= [vw] * => [ul *- [v] *=0 


Luego (U-v)e(u+ v)=0 y (u-v)y(u+v)son ortogonales. 
Interpretación geométrica: 


u+v 


Fig. 4.27. (a) 
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En un rombo, todos los lados tienen la misma longitud y las dos diagonales son 
perpendiculares entre sí. (Figura 4.27 a) 


b) Dos vectores u y v son ortogonale,s si y solo si, | u+v| = [u-v]| . 
Demostración: [u+v| =[u-v|] => [u+v| è= | u- v|? 

<> UeU + 2UeV + VeV = UeU —2UeV + VeV. 

<> 2UeV = -2UeVv > 4uev =0 >< Uev=0 > ulv. 


Interpretación geométrica: 


En un cuadrado las dos diagonales tienen la misma longitud (Figura 4.27 b). 


INS 
£N 


Fig. 4.27. (b) 


u+v 


PROYECCIONES ORTOGONALES - TRABAJO: 


Dados dos vectores u y v en KR? se definió el vector proyección de u sobre v como 


uey 
pu = lp v; geométricamente se obtiene completando un triángulo rectángulo en el 


cual, el vector u es la hipotenusa y el vector proyección p,u es el cateto adyacente al 
ángulo a entre los dos vectores (ver figura 4.21). 
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Las aplicaciones más usuales del producto escalar y en particular, del vector proyección 
se presentan en física, al calcular el trabajo efectuado por una fuerza constante en una 
dirección determinada, o para calcular las condiciones de equilibrio de un objeto. 


- Sia un objeto se le aplica una fuerza F en la dirección d del desplazamiento ocasionado, 


se realiza un trabajo físico W definido como: W= |F| -lal 
(Figura 4.28 a) 


Fig. 4.28. (a) 


- Si la fuerza F se aplica en una dirección diferente a la del desplazamiento, el trabajo 
queda determinado por la componente de F en la dirección del desplazamiento, es decir 


, W=|F|| - | dl cosa = Fed (Figura 4.28 b). 


Ejemplo: 
a) Calcular el trabajo efectuado por una fuerza constante F = -2i + 6j cuando su punto de 
aplicación se desplaza del punto A:(-2 , 3) al punto B:(-1, 6). 
Solución: F=-2i1+6j > F=(-2, 6). 
d=AB=B-A > d=(-1,6)-(-2,3)=(1,03). 
Entonces: W = (-2, 6)e(1 , 3) = -2 + 18 = 16. 
Si la fuerza F está dada en Newtons y la distancia en metros, el trabajo realizado por dicha 


fuerza es 16 Newtons por metro. 
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b) Graficar los vectores F y d (Figura 4.29) y calcular el ángulo de desviación de la fuerza 
aplicada, en relación a la dirección del desplazamiento. 


Solución: 


de F de F 
aam la]. r] + “28222 [2] F] 


16 4 
= arccos | === |= arccos | | = 36,87" 
> (aa 8 


La fuerza F se aplica con un ángulo de 36,87% respecto a la trayectoria del 
desplazamiento. 


- Sobre un cuerpo en un plano inclinado actúan varias fuerzas: el peso P del objeto, la fuerza 
F sobre el objeto y la reacción R del plano inclinado. Para que este sistema permanezca en 
equilibrio, la fuerza resultante que actúa sobre el sistema debe ser cero, es decir: 
P+F+R=0 (Figura 4.30) 


P+F+R=0 pero 
P=P,+P, además 
P,=pP = |P| seno. 


P,=p,P = [P| cosa 


Ejemplo: 


Calcule la fuerza que se debe aplicar para equilibrar un objeto que pesa 25 libras y se 
encuentra sobre un plano con una inclinación de 45°. 
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Solución: 
F F=p P= |F] = pP] 


PaF = || PaP] = | PI cos45° 


25 
> [|F| = 25 cos45° = Nal 


25 
= |F| = Jz ~ 1768 
Por tanto, se debe aplicar una fuerza de 17,68 libras para equilibrar el sistema. 


TEOREMA DEL COSENO 


Teorema: Si u y v son vectores en R? entonces: 


[u-v [u[*+[v[*-2| u| - | v| cosa. 


B 
Fig. 4.31. 
Demostración: 
[u- vé (u=v Je uv) 
= UeU — 2UeV + VeV 
= ful ?+[v|?-2/ul - [| v] coso: 
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Sobre el triángulo ABC se tiene: 


|AB|2_|CB|?+ | CA| 2-2] CB | - | CA|] cosc 


c? =a? +b? -2ab.cosC | (Teorema del Coseno) 


Si el ángulo en C es de 90° se tiene: 

(Teorema de Pitágoras) 
Si ulv entonces, [|u-v[?=[ul[?+ |v] ? 
Ejemplos: 


1. Hallar los ángulos del triángulo definido por los vectores a , b y c, cuyas normas son 4, 
5 y 6 respectivamente. ¿Puede ser rectángulo el triángulo”? 


Solución: 
B Si c=b-a tenemos: 
c [eļ?=|b]|>]|al]?-2| b||- | a] coso: 
a 
Ú 
ATA a Badd? e 
C 212] 2:54 3 
y 1 
a =arccos| y J= 628 =C 
Si a=b-c „entonces: |aļ?=]| b||] eļ|?2-2| b| - | el] cosa 
2 22,112 B 3 
= COSA = leled- y AE > A = arecos| 7 )=41,4 
2|l-lel 2:5:6 4 


Para calcular el ángulo en B, se puede volver a aplicar el teorema del coseno considerando 
b = c - a , o por diferencia de ángulos, dado que la suma de los ángulos interiores de un 
triángulo es 180° 
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Entonces: B = 180° - ( A + C ) = 180° — (82,8% + 41,4% > B=55,8% 
El triángulo no es rectángulo porque ninguno de los ángulos es de 90°. 


2. ¿Es posible tener un terreno de forma triangular, con linderos de 22, 15 y 35 metros?. Si 
es posible, calcular su área. 


Solución: 

Podemos verificar que la longitud de cualquiera de los linderos es menor que la suma de los 
otros dos: 22+15 = 37; 22+35 = 57; 15+35 = 50. Entonces, por la desigualdad triangular, 
podemos concluir que si es posible delimitar un terreno triangular con esas dimensiones. 
Para calcular el área, primero se calcula la altura del triángulo desde cualquiera de los 
ángulos, y cualquier ángulo se puede calcular con el teorema del coseno, porque se 
conocen las longitudes de los 3 lados: 


a=22 c =15 Si c? = a? + bé= 2ab.cosæa donde 


o. es el ángulo en C 
a +b’ -e 


2ab 


b=35 entonces: COSQ = 


COSQ = a =0,9636 > œ = arccos(0,9636) = 15,5% 


Ahora podemos calcular la altura h = a.sena => h = 22.sen15.5 = 0,27 . 
Por tanto: A = bh z 5 35(0,27) = 4,72 


El área del triángulo es 4,72 metros cuadrados. 


Autoevaluación: 
En cada caso seleccione la respuesta correcta: 


1. Las coordenadas del vector con punto inicial en P: (1, -4) y punto terminal en 
Q: (2, 3) son: 


a) (1, -1) . b) (-3, -7) . c) (-3, 7) . d) (1, 1). 


3 
2. La norma del vector T7’ v2) es: 


2 


aT . 9%. q. d) 417 
4 2 
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3. Si u=4i-3j y v=2i+j entonces el vector proyección de v sobre u es: 


a) (4, -3) . b) (4/5, -3/5) . c) (-4, 3). d) (-4/5, 3/5). 


4. Un vector u tal que (3, 1) + 2u = (6, 4)-u es: 


a) (1, 1). b) (3, 3). c) (-1, -1). d) (-3, -3). 


5. No es posible tener un triángulo cuyos lados midan: 


a) 3, 5, 7. b) 13, 11,9. c)8, 10,17.  d)12,4,6. 


Decidir en cada caso si la afirmación es verdadera o falsa, justificando la respuesta: 


6. Si el producto interno de dos vectores es cero, necesariamente los vectores 
son ortogonales. 


7. Dados u,v y w vectores del plano. tales que u es ortogonala w y a su vez 
w es ortogonala v, entonces u y v son linealmente dependientes. 


8. El teorema del coseno es un caso particular del teorema de Pitágoras. 
9. Si dos vectores son paralelos. uno de ellos debe ser múltiplo escalar del otro. 


10. Dos vectores linealmente independientes siempre son ortogonales. 
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4.2. VECTORES EN R? 


Los vectores en el espacio tridimensional R? tienen las mismas características de los 
vectores en el plano R?: magnitud, dirección y sentido. Además, tienen comportamientos 
análogos, es decir, se definen las mismas operaciones (suma, multiplicación escalar y 
producto escalar) con las mismas propiedades e interpretaciones geométricas. En R? se 
definen otras dos operaciones llamadas “producto vectorial” y “producto mixto” las cuales 
son estudiadas detalladamente en esta sección. 


4.2.1. Características de los vectores en xr? 
Al igual que en el plano, los vectores en el espacio son segmentos de recta orientados con 


dos formas de representación: en el espacio geométrico como “vectores libres” (Figura 
4.33 a) o en el espacio cartesiano como “vectores ligados” (Figura 4.33 b). 


(a) (b) 
Fig. 4.33. 


Podemos asumir que cada “terna ordenada” (x, y, z), es decir, cada punto del espacio 
tridimensional representa un vector. 


Definición: Un vector v en R? queda definido por v = (x, y, z) donde x, y, z son las 
COORDENADAS CARTESIANAS. Los ángulos al, ß y y se llaman ANGULOS DIRECTORES 


y son los que forma el vector v con los ejes X, Y y Z respectivamente; considerando el 
sentido positivo desde la parte positiva del eje hacia el vector. (Figura 4.34 a) 
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Orientación de los ángulos directores Representación convencional de los ejes 
(a) (b) 
Fig. 4.34. 


Antes de continuar , veamos algunos casos especiales de vectores en R3: 


En la representación geométrica de R* se consideran 3 rectas X, Y y Z perpendiculares 
entre sí, llamadas EJES COORDENADOS (Figura 4.34 b). 


Puntos de R? que estén sobre estos ejes tienen coordenadas de la forma: 
(x, O, 0) sobre el eje X; (0, y, 0) sobre el eje Y y (0, O, z) sobre el eje Z. 


Cada par de ejes define un plano, por tanto, se tienen 3 PLANOS COORDENADOS: XY, XZ 
y YZ según el par de rectas que los definen. 


Puntos de R? que estén sobre estos planos tienen coordenadas de la forma: 
(x, y, O) en el plano XY ; (x, 0, z) en el plano XZ y (0, y, z) en el plano YZ. 


Los tres planos coordenados dividen el espacio tridimensional en 8 regiones llamadas 
OCTANTES. 


Ejemplos: 


1. Hacer la representación gráfica de cada uno de los siguientes vectores: 


(0, 0,3) (sobre los ejes coordenados) 
3,-1) (sobre los planos coordenados) 
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Solución: Representación gráfica de los vectores (Figura 4.35). 


(a) (b) 
Fig. 4.35 


Para representar un vector sobre alguno de los planos coordenados, se dibuja un 
paralelogramo en el correspondiente plano, de acuerdo a las coordenadas del vector 
(Figura 4.35 a). 


Para representar un vector con sus tres componentes diferentes de cero, primero se 
completa el paralelogramo que corresponda sobre el plano XY y se desplaza el punto 
paralelamente al eje Z, en el sentido que determine la tercera componente según sea 
positiva o negativa (Figura 4.35 b). 


2. Dibujar un cubo cuya arista mida 3 unidades, con uno de su vértices en el punto (1, 2, 
1), y completamente contenido en el primer octante (las 3 componentes positivas). Marque 
los vértices y escriba las coordenadas de cada uno de ellos. 


Solución: (Figura 4.36) 


X Fig. 4.36. 


183 


Coordenadas de los vértices: V, =(1, 2, 1); V,= (4, 2, 1); V, = (4, 5, 1), 


V= (1,5, 1) V= (1,5, 4); V, = (1, 2, 4); V, = (4, 2, 4); V, = (4,5, 4) 


Ejercicio propuesto 
Si no se hace la aclaración de que el cubo está en el primer octante, hay 7 posibilidades 


más. Repita el ejercicio anterior para 2 de esas opciones. Haga el gráfico que ilustre las 8 
posibilidades. 


Definiciones: Si v = (x, y, z) €R? se define: 


NORMA dev: [wi = JŻ+y +z. 


VECTOR NORMADO de v: la | 2 a ) 


= > > 
MINE 


Los vectores normados sobre los ejes coordenados son: 
i¡=(1,0,0) en el eje X. 
j=(0,1,0) en el eje Y. 
k = (0, 0, 1) en el eje Z. 


xX y 2 
COSENOS DIRECTORES dev: cosa = jy] | cos P = jpj» cosy = [y] 


v 


De los cosenos directores se deducen los ÁNGULOS DIRECTORES: 
(Figura 4.34 a) 


X 


& = arccos( | | ángulo que forma el vector con el eje X. 


v 
Y 


) 
B = arccos( [v| ) 


ángulo que forma el vector con el eje Y. 


Z 
y =arccos ( Iv] ) ángulo que forma el vector con el eje Z. 


Observe que los cosenos directores son las componentes del vector normado. 
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Teorema: La suma de los cuadrados de los cosenos directores es 1. 


aai 


Ejemplos: 


1. Encuentre los ángulos directores del vector v = (-3, 1, 2). 


Solución: Si v = (-3, 1, 2) entonces |v] = J3} +° +2 =./14. 


-3 1 2 
Por tanto, | +] = | a Taa] y en consecuencia: 


3 3 
i = = === |. O... (00 0 
COS0.= Fa > Q= arccos| a = 180% -— 36.7 = 143,3 


1 
cos ß = Jia => ß =arccos (75) = 74,5? 


2 


2 
COS y = J14 => ß =arccos 4%) = Dl" 


El vector v = (-3, 1, 2) forma ángulos de 143,3? con el eje X, de 74,5 con el eje Y y de 
57,7% con el eje Z. 


2. Si los vectores directores del vector u son iguales y están entre 0° y 90%, encuentre las 
coordenadas del vector u cuya norma es 6. 


Solución: Si u = (x,y,z), entonces: 


xX 

cosa = Juj > x = || u| cosa 
Y 

cos PB = Juj > y = Jul cos ß 
Z 

cosy = juj > z= ul cosy 
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Pero al = B = y ,entonces: cosa, = cosß = cos y . Por tanto: x =y =z 


Además: ( cosa )? + ( cosß )? + ( cosy )? = 1 


1 
=> 3(cosa)? =1 > cosa= [3 


a O 
Por tanto, el vector u tiene coordenadas | FFF = 525825) 


3. Demuestre que no existe un vector unitario, cuyos ángulos directores sean 1/6, n /3, y 1 /4 


Demostración: Si a, B y y son los ángulos directores de un vector en R?, la suma de los 
cuadrados de los respectivos cosenos directores debe ser 1. 


| 


Pero: cos(m/3) = cos60* = 
cos(r /6) = cos30" = 43 

2 

1 
cos(r /4) = cos45° = IA 


Entonces: 


(cos 30°)? + (cos 60°)? + (cos 45°)? = la de 5) [ 


II 
| 
+ 
| 
+ 
| 
II 
| 
+ 
— 


Por tanto, 30°, 60° y 45° no pueden ser ángulos directores de ningún vector. 


186 


Ejercicios propuestos: 


1. Dibuje un sistema de coordenadas para: 
a) Localice los puntos de coordenadas: (2, 3, 4); (2, -3, 4); (-2, -3, -4) y (0,0,3) . 


b) Dibuje los vectores de coordenadas: (2, 3, 4); (2, -3, 4); (-2, -3, -4) y (0, 0,3) . 


2. Determine las componentes del vector que tiene su punto inicial (cola) en P, y su punto 
terminal (cola) en Q. Grafique los vectores. 


a) P: (6, 5,8); Q: (-8, 1, -3) b) P: (2, -1, 4); Q: (0, 6, -3) 


3. Dados los vectores de coordenadas: (6, -1, 0) y (1, 1, 1) halle para cada uno 


a) La norma. b)Los cosenos directores. c) Un vector unitario en sentido opuesto. 
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4.2.2. Operaciones con vectores en 9%? 


Se definen las operaciones de suma, multiplicación escalar y producto escalar en forma 
análoga a las definidas en R?, conservando las mismas propiedades e interpretaciones 
geométricas. 


Se define además, una nueva operación llamada “producto vectorial” porque el resultado 
es un vector, con aplicaciones muy conocidas en física como el cálculo del “momento de 
una fuerza” respecto a un punto. 

La combinación del producto escalar con el producto vectorial define otra operación en R3 
llamada “producto mixto”. 


SUMA: Es una operación definida entre 2 vectores y el resultado es un vector. 


Definición: Siu yv eR*, u= (x,, y,,z,) y V= (X, Y» z,) se define 


U +V = (%,4x,, Y,4Y), ,2,42,) = (W; Wp W,) =W ER? 


Propiedades: 


1. Conmutativa: U+V=V+U. 
2. Asociativa: [u+v]+w=u+[v+w]=Uu+v+0w. 
3. Modulativa: u+0o=u=0+u, o= (0,0, 0) es el VECTOR NULO en Rè. 


4. Invertiva: u + [-u] = o = [-u] + u 
-u = (-x, -y, -z) es el VECTOR OPUESTO de u = (x, y, z). 


Definición: Si A y B son dos puntos en R? de coordenadas (a,, a,, a.) y 
(b,, b,, b,) respectivamente, se define el vector AB como: 


— 
AB=A-B= (b-a, b,-a,, b,-a, ). 
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Fig. 4.37. 


MULTIPLICACIÓN ESCALAR: Es una operación definida entre un real (escalar) y un vector 
y el resultado es un vector. 


Definición: Dados reR y v= (x, y, z) eR?, se define: 


rv= (rx, ry , T.Z) = (w, w,, w,) =W ER? 


Se dice que w es MÚLTIPLO ESCALAR de v, es decir, existe un real r , tal que 
W = rv. 


También se dice que v y w son vectores LINEALMENTE DEPENDIENTES o PARALELOS, 
es decir, que se encuentran sobre la misma recta o sobre rectas paralelas. 


Propiedades: 
1. vve: iv=v y Ov=0. 


2. Vr,ser y VWveR*: r[sv]=[rs]v. 


3. Vr,seR y VWveR*: [r+s]v=rv+svw. 


4. Vr eR y VU,veR*: r[u+v]=ru+w+rv. 
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Teorema: Dados i= (1, 0, 0), j=(0,1,0) y k=(0, O, 1), los 3 vectores unitarios en 
R? sobre los ejes coordenados X, Y y Z respectivamente, todo vector v eR? se puede 


expresar en forma única, como COMBINACIÓN LINEAL (C.L.) de los vectores i,jyk , es 
decir, si V= (v,, V, v,) entonces v= vÍ + v,j + v,k. 


Los 3 vectores i , j y k son LINEALMENTE INDEPENDIENTES (L. 1.), porque ninguno de 
ellos es combinación lineal de los otros dos, por tanto, {i,j,k} es la BASE CANONICA 
o NATURAL de R°. 

Nota: Al igual que en R?, en R? todo vector v queda definido de dos formas: por sus 


coordenadas v = (v,, v,, v,) ,O , como combinación lineal de los vectores de la base 
canónica v = vÍ + v,j + v¿Kk. 


Ejemplos: 


1. Dados los vectores u = (-1, 0, 2) y v= (2, 4, 3): 


a) Expresar u y v en términos de la base canónica y hallar u + v: 
Solución: u = (-1, 0, 2) = (-1)1+0]+2k=-i + 2k. 
= (2,4,3)=2i1+4j+3k=2i+4j+3k . 


u+v=[-1+2]i+[0+4]j+[2+3]k =1+ 4j + 5k. 
b) Hallar las coordenadas de un vector x tal que 2u + X= V. 


v- 2u. 

(2, 4, 3) + [-2] (-1, 0, 2). 
(2, 4, 3) + (2, O, -4). 

(4, 4, -1). 


Solución: 2U+x=vVv > 


X 
X 
X 
X 
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c) Graficar los vectores Z 


Fig. 4.38 


2. Hallar un vector y de longitud 2, que sea paralelo al vector w = (1, 2, -3) . 


Solución: Como yl |w , entonces existe una constante c tal que y = CW. 
Si y = (x,y,z) > (x,y,z) =C(1, 2, -3) 
> x= P=2E, Z=-30 


Como | y| =2 ,entonces: Jx?+y?+z =2 > ye+@e+C3c =2 
> l4 = 
> c= 2/ [14 


Por tanto, el vector y tiene coordenadas (2/ J14 ,4/ J14 ,—6/ J14 ] 


PRODUCTO ESCALAR: Es una operación definida entre 2 vectores y el resultado es un real 
( escalar ). 


Definición: Dados u y v eR’, si u = (u,, u, u,) Y V = (Vp V» V3), 


1? 0273 


se define el PRODUCTO ESCALAR, ev =u,.v, + u,v, + u,v, =reR 
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Definición: Dados dos vectores u y v en R?, se define el COSENO DEL ÁNGULO as entre 
u y v como el producto escalar entre los vectores normados de uyv. 


u P Vv uey 
cose = Jal l 5 fet] 


Lo mismo que en %?, de esta definición se deduce otra forma para el producto escalar: 


Definición: Dados 2 vectores u, v eR? se define el PRODUCTO ESCALAR 


entre uyv como  uev= [ul - | v[ coso. 


Propiedades 

. UeV = VoU. 

. [ruljev=ue[|rv]= r[uev], Vr eù. 

. Ue( V +W )= UeV + Uew. 

. Ueu= [fu [?2>0 si u+0, pero ueu =0 si u= 0. 


. Si Uev = 0 entonces u=0 O V=0 O ulv. (Perpendicularidad) 


luev| < [ul - [vw]. (Desigualdad de Cauchy - Schwarz) 


fu+v| < [ul +[vi . (Desigualdad Triangular) 


. [Ju-v[?=[u|[?+[v/? -2] ul - | v | cosa (Teorema del Coseno) 
, donde a es el ángulo entre los vectores u y V. 
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Definición: Dados 2 vectores no paralelos (L.l.) u y v eR?, se define 
uey 


el VECTOR PROYECCIÓN de u sobre v como p,u = j Y 


Ejemplos 


1. Hallar el ángulo a, entre los vectores u=1i+4j-k y v=j-k. 


Solución: u=i+4j-k> u=(1,4,-1)> [ul = f2+4+(1? = 4/18 


v=j-k > v=(0,1,-1) > |v] = /0+2+(1? = /2 


Además, uev = (1, 4, -1)e(0, 1, -1) =1-0+4-1+(1)-41) =5 


uey 5 n23 
Como: osas Taj]. + e a e e 


5 
> a = arccos | a 33,56" 

Por tanto, el ángulo entre los vectores u y v es 33,560 
2. Hallar valores de la constante c para que u=(2,2,1) y v=(3,1,C): 

a) sean paralelos. b) sean ortogonales. c) formen un ángulo de 75°. 
Solución: 
a) Siul |v debe existir una constante h tal que u = hv , entonces: 

2 

(2, 2, 1) = h(3, 1, c) de donde se concluye: 2=h y 2=3h > h= 3 
Como se tienen dos valores diferentes de la constante h para el mismo vector, se concluye 
que no es posible hallar un valor de la constante h para que los vectores u y v sean 
paralelos. 


b) Si ulv , entonces: uev = 0 > (2, 2, 1)e(3, 1,c)=6+2+c=0 > c=-8. 


Por tanto, los vectores u y v son ortogonales si c = -8. 
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c) Si u y v forman un ángulo de 75%, como uev = |u| - | v[| cosa , entonces: 


a ON ds 


y 
8+c=3,/10+c? cos (759) 


y 
(8 +0) =(3,/10+c? cos (750)? 


Ú 
64 + 16.0 + c? = 9.( 10 + c?).0,067 


Ú 
64 + 16.0 + c? = (90 + 9c?).0,067 


Ú 
0,4c? + 16c+58=0 


y 
$ -16+,/16? -4-0,4:58 a -164163,2 a -16+12,78 
2-0,4 0,8 0,8 


Por tanto, existen 2 valores de la constante c para los cuales los vectores u y v forman un 
ángulo de 75% c=-36 y C% -4, 


3. Dados u, vy w vectores en R? tales que: u+v+w=0; |uļ =5; 
[v =6 y |w] =7 , calcular: uev. 
Solución: Como u + V+wW=0, podemos aplicar el teorema del coseno: 


Asumiendo que |uļ =a, [v[ =b y |w] =c (Figura 4.39) se tiene: 


Fig. 4.39. 
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@ +b -e 


> js 2 2 a 
cc=a*+b"-2:a:b:cosC => dio ie ama entonces: 


cos C = m = C=arccos 1 = 78,46° 
2-5-6 60 5 5 


Como el ángulo a entre u y ves 180° -C = 180° - 78,46° = 101,54 = a 
Entonces: uev = || u|| - [| v[ cosa => uev=5-6-cos(101,54”)=-6 


Por tanto, el producto escalar entre u y ves —6. 


Ejercicios propuestos: 


1. Dados los vectores u = (2, 4, -7); v = (2, 6, 3)y w = (3, 4, -5) calcule: 


a)[uev]w. bjue[v+w]  c)[u+v]lew. d)[vew]u. e) 


vew 


2. Si a= (2, -1,2) y b= (1, 2, -2) encuentre u y v eK* tales que: 
a=u+v, ullb y vib 


3. Halle los cosenos de los ángulos interiores del triángulo, cuyos vértices son: 


A: (1,3,4); B: (3, -1,4) y C: (-2,3, 4) 
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PRODUCTO VECTORIAL: Es una operación definida entre 2 vectores de 9R? y el resultado es 
un vector de R3. Si se tienen dos vectores u y v en R? que sean linealmente independientes, 
éstos generan un plano. Con el producto vectorial se pretende obtener un vector que sea 
perpendicular a dicho plano, es decir, que sea ortogonal a u y v simultáneamente. 


Definición: Dados 2 vectores en RÌ, u = (u,, u, u,) y V = (v,, V, v,) se define el 


PRODUCTO VECTORIAL o PRODUCTO CRUZ de u y v como: 


2 a _ EN _ 3 
U XV = (4,V, — U¿V, , U¿V, — UV , UVa — UV) =W ER 


Este vector también queda definido por: 


Nota: Resolviendo el determinante por la primera fila, se tiene el vector de la primera 
definición. (Compruébelo) 


Interpretación geométrica: Dos vectores u y v en R? linealmente independientes, generan 


un plano. El producto cruz entre ellos es un vector ortogonal o normal a dicho plano (Figura 
4.40). 


w =uxv tiene sentido positivo porque 
el ángulo al entre u y v es positivo . 


-w = vxu tiene sentido negativo porque 
el ángulo entre v y u es -al . 


w es ortogonal tanto a u como a vV. 


Fig. 4.40. 


Propiedades: 


uxv=-vxu  Elproducto vectorial no es conmutativo. 
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Demostración: Si en un determinante se intercambian 2 filas, el determinante cambia de 
signo, entonces: 


b J k i j k 
UXV= uu, u, u|=-=|M v» Vv|=-—VXuU. 
Y v Y Uy u, U, 


Verificación: Si u=3i-j+k y v=4i+2j ,se tiene: 


-1 1 3 1 3 -1 
uxv=]|3 -1 1|= = j + k = -2i + 4j + 10k. 
2 0 4 0 4 2 
4 2 0 
-i 4 0 4 2 
vxu=|4 2 0|= A j k = 2i — 4j - 10k. 
3 i] -1 1 3 1 3 -1 


Demostración: Se deja como ejercicio al lector. 


Verificación: Si u = (1, 3, -2); v =(4,-1,1) y w= (0, -2, 1) , entonces: 


i j Kk 
v+w=(4,-3,2) > ux[v+w]=|1 3 -2| = (0, -10, -15) 
4 -3 2 
Además: 
i j k i j k 
uxv=|1 3 -2|=(1,-9,-13) y uxw=|1 3 -2|=(-1,-1,-2) 
4 -1 1 0 -2 1 
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Entonces: ux[v+w] 


(0, -10, -15) = (1, -9, -13) + (1, -1, -2). 


3. Siuxv=0 „entonces: u=o o v=0 o ullv. 


Demostración: Se sabe que un determinante es igual a cero cuando se tiene al menos una 
de las siguientes condiciones: 


a) Alguna de las filas es de ceros, lo que en este caso significa que alguno de los vectores 
u o v esel vector nulo. 


b) Una fila es múltiplo de otra, lo que en este caso significa que uno de los vectores es 
múltiplo escalar del otro, es decir los vectores u y v son paralelos. 


Verificación: Si u = (-3, -1, 5), el vector v = (6, 2, -10) = -2u es paralelo a u entonces 


i j k 
uxv= |-3 -1 5|=(0,0,0)=0 
6 2 -10 


Demostración: Como un determinante es igual a cero cuando tiene dos filas iguales, al 
aplicar la definición a u x u el resultado es el vector nulo. 


5. 


[ru]xv=r[uxv]=ux[rv] 


i j k i j k i j Kk 
Demostración: |ru, ru, ru| =r ju u, u, =|u u, u| ,entonces: 
Y Vo y Y Y rv rv, TV, 
[ru]xv = r[uxv] = ux[rv] 


Verificación: Se deja como ejercicio al estudiante. 


198 


Teorema: Si a es el ángulo entre dos vectores u y v en R? , entonces: 


[u xv] = [ul > | v/ seno. 


Demostración: 
Puxv|?= |u]? [v]?-[uev]? Propiedad producto mixto. 
= [ul ?- | vi ?- | ul- [v[?costa Definición producto escalar. 


= | ul ?- | vw] 201 - costa) Factorización. 


= Jul ?- | v] ?sena Identidad trigonométrica. 


Si se toma la raíz cuadrada a los dos lados de la igualdad se tiene: 
[uxv| = ul -|v sena, 


Interpretación geométrica: La norma del producto vectorial de 2 vectores de R* representa 
el área del paralelogramo generado por los vectores. (Figura 4.34) 


ABCD paralelogramo definido por 
uxv D G los vectores u y V. 
Az: área del paralelogramo. 


b: base del paralelogramo. 


h: altura del paralelogramo. 


Az=bh>A =Jul.h peo h=|v|[ sena > A=]| u|.| v | sena. 


Ejemplos: 


1. Hallar el área del paralelogramo generado por los vectores u = 2i-j+k y 
v = 2j- k. 


Solución: u=2i-j+k => u=(2,-1, 1). 
v=2j-k => V= (0,2, -1). 
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i j k 
Entonces: uxw=|2 -1 1|=(1,24) > [uxv|] = /(1)+22+4 =,f21 


0 2 -1 
Por tanto, el área del paralelogramo generado por los vectores u y v es Jai unidades 
cuadradas. 
2. Hallar el área del triángulo de vértices en los puntos A: (2, 0, 1); B: (1,3, 2) y 
C: (3, 2, -1). Dibujar el triángulo. (Figura 4.42) 
Solución: Llamaremos u=AB=B-A > u=(-1,3, 1). 
v=AC=C-A > v=( 1,2, -2). 


Pero el triángulo ABC es la mitad del paralelogramo ABCD, generado por los vectores u y 
v, entonces el área del triángulo, es la mitad del área del paralelogramo. 


i j k 
Como uxv=|-1 3 1|=(-8,-1,-5) , entonces: 
1 2 -2 


ne xv = ICCF L s- 
Ao =i /0-2 yT 


Por tanto, el área del triángulo ABC es SA 10 unidades cuadradas. 


Fig. 4.42. 


PRODUCTO MIXTO: También llamado TRIPLE PRODUCTO ESCALAR es una operación 
definida entre 3 vectores de R? y el resultado es un real. 
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Definición: Se llama PRODUCTO MIXTO a la combinación del producto vectorial y el 
producto escalar entre vectores de R?, Se denota uef vxw |. 


Si U=(u,, 4, uz), V = = ,w,) se define: 


Interpretación geométrica: Si u, v y w son tres vectores de 9R? linealmente independientes, 
es decir los 3 vectores no están sobre el mismo plano, generan un PARALELEPIPEDO 
(figura 4.43) cuyo volumen queda determinado por el valor absoluto del producto mixto 
entre los vectores u, V y W. 


V: volumen del paralelepípedo. 
A: área de la base. 
h: altura del paralelepípedo . 


V=A.h. 


Fig. 4.43. 


we [ux] 
Pero, A=|uxv| y h=] Puw] =e , por tanto, V=we[uxv] 


Propiedades: 


]=[uxv Jow = we[ u x v ]. 
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Demostración: ue[VxXW]=|v, v» v|=—|Y v Vv|=|[4 u, u 


2. Ue[uxv ]= vel 


Uy U, Y; 

Demostración: Ue[ UXV]= u u, u| =0 por tener 2 filas iguales. 
Y Y Y 
Y vV V 


ve[uxv]= uy u, u, =0 por tener 2 filas iguales. 


3. [uxv]xw-=|[weu] v — triple producto vectorial . 


Demostración: Ejercicio para el lector. 


4. Juxv]?= ul? [v]? Luv P. 


Demostración: 


Puxv|?=[uxv]e uxv] Propiedad del producto escalar . 

=[(uxv)xu Jov Propiedad 1 del producto mixto. 

= [ (ueu ) v-(uev)u Jev Propiedad 3 del producto mixto. 

= | ueu ][ vev | — [ uev ][ uov ] Distributividad producto escalar. 

= [| u[?- [| v|[ ?-[ uov]? Propiedad del producto escalar. 
Ejemplos: 


1. Verificar la propiedad 1 de | producto mixto con los vectores u= (3, 1,0). 
v=(2,-1,1) y w=(3,0,3) 
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Solución:  ue[vxw]=|2 -1 1| =-9+3+0-0-6-0=-12 


0 3 

3 0 3 
we[uxv]= 3 1 0| =3+0-9-6-0-0=-12 

2 -1 1 


2. Encuentre el volumen del paralelepípedo generado por los vectores dados en el ejemplo 
1. Grafique el paralelepípedo (Figura 4.44). 


Solución: 


Fig. 4.44. 


Volumen: V=|we[uxv]!=|-12| = 12 unidades cúbicas. 


3. Calcular el volumen del tetraedro ABCD de vértices en los puntos: 
A: (1,0, 2); B: (3, 1, 1); C: (4, -1, 1) y D: (0, O, 2). Graficar el tetraedro. 
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Solución: 


Fig. 4.45. 


El volumen de un tetraedro es un tercio del volumen del paralelepípedo, es decir: 
1, 
Volumen del tetraedro = 3 Area de la base x altura. 


: P 1 => — JE 
La base es un triángulo => Área base = a [AB x AC| 


> > > 
La altura es la del paralelogramo generado por AB, AC y AD 


> > 
Entonces: Volumen del tetraedro = - [ABx AC J.ADÍ 


— 
Pero: AB=B-A-=(2,1,-1); 

— 

AC =C-A-=/(3, -1, -1) 


— 
AD =D-A = (-1,0, 0) 


-1 0 0 
> > > > > > 
Y se tiene: [ABxAC]eAD = ADe[ABxAC] =|2 1 -I| =1+1=2 
Por tanto, el volumen del tetraedro es: 3 1 -1 
Lloc o 2 1 l A 
V= A [ AB x AĈ ]eAD|] = 3 unidades cúbicas. 
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4.2.3. Aplicaciones de los vectores en %° 

ECUACIONES DE RECTAS EN %è: 

Por 2 puntos A y Ben R? pasa una y sólo una recta, por lo tanto, una condición para poder 
hallar la ecuación de una recta es conocer 2 de sus puntos. Si sólo se conoce un punto, 
como por el pasan infinitas rectas, es necesario conocer también la dirección de la recta. 


Veremos para cada caso como se define la recta: 


Caso 1: Se conoce un punto P: (x,, Y, z,) y un vector v = (v,, V, va) llamado VECTOR 
DIRECCIONAL, porque define la dirección de la recta (es paralelo a ella). 


Fig. 4.46. 


Si se define el vector p del origen del vector v al punto P, cualquier vector x sobre la recta 
L, se puede expresar como la suma de p con un múltiplo escalar de v (figura 4.46) . 
Entonces se define: 


L, ={x ER? / x=p+rv, VreR; 


x= p + rv se llama ECUACIÓN VECTORIAL DE LA RECTA que pasa por el punto P en la 
dirección del vector v. 


Como x es cualquier punto de RÌ, x = (x, y, z) y la ecuación vectorial toma la forma: 


Ecuación Vectorial: (x, y, z) =( xX% Yy Zo ) +!( Vp Vo, Va) (E. V.) 


Efectuando la multiplicación escalar y la suma e igualando componentes, se tienen las 
llamadas ECUACIONES PARAMETRICAS de la recta con “parámetro” r. 
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Nota: Se llama PARÁMETRO a una constante que toma diferentes valores. 
Si en cada una de las ecuaciones paramétricas se despeja el parámetro r, por transitividad 
de la igualdad se tienen las llamadas ECUACIONES SIMETRICAS de la recta: 


X— Xo 
r= 
X=X trv => 
Y; 
X= 
z r= e 
=y, +rv, > 
Y =Y 2 v, 
X= Xj 


Ecuaciones simétricas (E. S.) 


£ r= 
Z=Z trv > 


Ejemplo: 

Hallar las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa por el punto 
P: (-1, 0, 3) en la dirección del vector v = 3i + j -2 k. 

Solución: En este caso (x,, Yos Zə) = (-1, 0,3) y (vp va, v3) = (3, 1, -2). 


Aplicando los resultados anteriores tenemos: 


x=-1+3r 
Ecuaciones Paramétricas: 4 y=r 
z=3-2r 
Ecuaciones Simétricas: x-01)_ q S E 5 zs = y= E 


Caso 2: Se conocen las coordenadas de 2 puntos P y Q de la recta. En este caso, se tienen 
dos opciones para definir el vector direccional v , y dos opciones para el punto por el que 
debe pasar la recta, lo que permite varias posibilidades para la ecuación vectorial (de la 
cual se deducen las E.P. y las E. S.). 


Si P = (x yp z) y Q = (x, y,, z,) una de esas posibilidades es: 


v=PQ=q-P=(x,-x, , y,"Y, ,z,-2, ) y el punto conocido P, se tiene: 


Ecuaciones Simétricas : 
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x=x, +(x,-x,)r 
Ecuaciones Paramétricas: y=y + (y, =)Y ) r 
Z=2j + (z,-z,)r 


Ejercicio propuesto: ¿Cuántas y cuáles son las otras posibilidades para las ecuaciones 
paramétricas y simétricas de la recta que pasa por los puntos P y Q? 
Ejemplo: 


Escriba las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta L que pasa por los puntos 
P: (1,2, -1) y Q: (3, 1, 2). 


—> 
Solución: Tomando a Q como el punto conocida y QP como vector direccional 


— 
v=QP =p-q=(-2, 1, -3) , se tiene: 


x=3+-2r 
Ecuaciones Paramétricas: < y=1+r 
z=2-3r 
x-3 y-1 z-2 =x+3 =zZ+2 
Ecuaciones Simétricas: = z > =y-1= 
TT ~ 3 


Definición: Dos RECTAS L, y L, son PARALELAS si sus correspondientes 


vectores direccionales v, y v, lo son. 
LIG = 


Dos RECTAS L, y L, son ORTOGONALES, PERPENDICULARES o NORMALES si sus 
correspondientes vectores direccionales vw, y v, lo son. 


LIL => Vev, =0 


Ejemplos: 


1. Encuentre las ecuaciones simétricas de la recta L que pasa por el origen y es paralela 
a la recta L, con ecuaciones paramétricas: x=3-2r, p=r; z=4. 


Solución: Si la recta pasa por el origen, el punto conocido P es (0, O, 0). 
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Como la recta L es paralela a la recta L,, el vector direccional de L es el mismo de L,, es 
decir: v = (-2, 1, 0) (se deduce de las ecuaciones paramétricas de L.). 


Por tanto: o = = y z=0 „entonces: 


Xx : i o 
a =yy z=0 son las Ecuaciones Simétricas de la recta. 


2. Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta L normal, a la recta L, cuyas 
ecuaciones paramétricas son x=1-r; y=2; z=-1 +2r. Las rectas se intersectan en el 
punto para el cual el parámetro r = -1. 

Solución: 


Primero se busca el punto de intersección de las 2 rectas, el cual será considerado como 
el punto P. 


Si r=-1 entonces x=2, y =2,z=-3 luego el punto P es (2, 2, -3). 

Ahora hallamos el vector direccional v de L. 

Sea v= (a, b,c) y v, =(-1,0,2),como L, LL se debe cumplir v,ev =0, 

Entonces, V,eV =-a+2c=0 > a=2c y el vector v es de la forma (2c, b, c). 
Tomando c=1yb=0 setiene v = (2, 0, 1) y las ecuaciones paramétricas de la recta L 
normal a L, son: x=2+2r; y=2; z=-3+T. 

Ejercicios propuestos: 

1. En cada caso muestre que las rectas dadas son ortogonales: 


a)L,: x=4r; y=-l1;z2=4+3r y L; x=3+28; p=-14+8; z=8. 


_x2 y+4  z+l x-6 y+2 z+3 
A IAS 


2.Six=5-3r; y=-2+r; z=1+09r son las ecuaciones paramétricas de una recta L,, 
encuentre las ecuaciones simétricas de otra recta L paralela a L, y que pasa por el punto 
Q: (-6, 4, -3). 


3. Encuentre la ecuación vectorial y las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta 


L, que pasa por el origen y es ortogonal a la recta L, que pasa por los puntos A: (1, -2, 0) 
y B: (2, -1, 3). 
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ECUACIÓN DE UN PLANO EN sh? 


Un plano S en R?, queda definido por 3 puntos “no colineales” (que no están sobre la 
misma recta), o por un punto contenido en el plano y un vector ortogonal a este. 


Caso 1. Se conoce un punto P, = (X,, Yə Z,) por el cual pasa el plano S y un vector 
n = (a, b, c) normal (ortogonal) al plano. 


Fig. 4.47. 


— 
Si P = (x, y, z) es cualquier punto del plano S entonces el vector x = P,P es ortogonal a n 
(Figura 4.47) . Por tanto, el plano S queda definido por: 


S =(x eR? / nex = 0} 


Ecuación vectorial: nex = 0 del plano ortogonal al vector n. 


— 
Como X=P,P =(x-=x,,) Y 2=2,) ¿se tiene: 


nex = (a, b, cje(x-x, , y y, > Z Z) = 0 


Ecuación cartesiana: a.(x-x,)+b.(y-»,)+C.(z-z,)=0 del plano que pasa 


por el punto P y es ortogonal al vector n. 


Ejemplo: 


Hallar la ecuación cartesiana del plano S que pasa por el punto (1, 2, -3) y es normal al 
vector de coordenadas (2, -1, 3). 
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Solución: Si P, = (1,2, -3) y n= (2, -1, 3) , entonces: 
2(x-1)+ HlGy-2)+3(z-[-3]) =0. 


Luego 2x-—y+3z=-9 es la ecuación cartesiana del plano. 


Caso 2. Se conocen 3 puntos del plano P, Q y R, no colineales. 


Fig. 4.48. 


Si P = (x yp 2z); Q = X» Yo, Zo) Y R= (x, yo z,) se definen 2 vectores. 
— _—> 

u=PQ=qQ-P=(x,-x, ,Y,Y, ,2,2,) Y VW=PR=Fr=P=(x,-x,, yaY] Z374) 

Entonces un vector normal al plano Ses: n=vxu (figura 4.48). 


Con el vector n así definido hay 3 posibilidades para elegir el punto del plano: P, Qo Ry 
aplicar el resultado del caso 1. 


¿Cuántas opciones más hay para definir el vector n? Justifique su respuesta. 


Ejemplo: 


Encuentre la ecuación cartesiana del plano S que contiene a los puntos 
P:(-2,.0,3); Q=(1, 1,2) y R=1(2.3, 0) 


—> —> —> —> 
Solución: Podemos definir u = QR y v = QP entonces n = QR x QP 

i j k 
u=(1,2,-2) y v=(-3,-1,1) > n=|1 2 -—2|=(0,5, 5) 

-3 =1 1 
Tomando a R como el punto conocido se tiene: 
(0, 5, 5)e( x-2 , y-3 , z-0 ) = 0 > 0.(x- 2) =+ 5(y-3)+5(z-0)=0> 5y+5z= 15. 
Luego y+z= 3 es la ecuación cartesiana del plano S. 
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Nota: En la ecuación no aparece la variable x, esto significa que x puede tomar cualquier 
valor y por tanto el plano v+z=3 corta alos ejes Y y Z en 3, pero no corta al eje X 
(Figura 4.50) . 


Casos Especiales de Planos: 


Z 


- Plano paralelo al plano XY con ecuación | z=cC | enelcual x y y toman 
cualquier valor. (Figura 4.49 a) 


- Plano paralelo al plano YZ con ecuación |x=a | enelcual y y z toman 


cualquier valor. (Figura 4.49 b) 


- Plano paralelo al plano XZ o ecuación en el cual x yz toman 
cualquier valor. (Figura 4.49 c) 
Z 


Fig. 4.50. 
(Gráfica del plano del ejemplo anterior con ecuación y +Z = 3) 
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Definición: Dos PLANOS S, y S, son PARALELOS si sus respectivos vectores normales n, 
yn, loson: S |S; > n,=kn,. 


Dos PLANOS S, y S, son ORTOGONALES si sus respectivos vectores normales n, y n, 
lo son : SLS, & nen, =0. 


Ejemplos: 


1. Encuentre la ecuación cartesiana del plano S que pasa por el punto 
P:(1, 2, -3) y es paralelo al plano S, definido por 3x- y + 2z = 4 


Solución: Si S es paralelo a S, debe tener el mismo vector normal de S. 


Como n, = (3, -1, 2) y se conoce el punto P de S se tiene: 
(3, -1, 2)e(x-1,y-2,2+3)=0 > 3x-3-y+2+2+6=0 


>  3x-y+2z=-5 esla ecuación del plano S. 


2. Decidir si los siguientes pares de planos son o no ortogonales: 


a) S, x-y+z=3 y S; -3x + 3y- 3z = -9 
b) S, 2&x-y+z=3 y S; x+y-z=7 
Solución: 


a) n,=(1,-1,1) y n,=(-3,3,-3) = (1, -1, 1)e(-3, 3, -3) = -9 +0 
entonces los planos no son ortogonales. 


b) n, = (2, -1,1) y n,=(1,1,-1) > (2,-1,1)e(1, 1,-1)=0 
por tanto los planos son ortogonales. 
DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA: 


Dado un punto Q = (x, yp Z) ER? y una recta L con ecuación vectorial 
x= p +rv, la distancia del punto Q alarecta L que denotaremos d(Q, L), 
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Se define como: 


donde u es un vector definido por cualquier punto PeL y el punto Q y v es el vector 
direccional de la recta. 


Pp > pu 


v 


Fig. 4.51 


Al graficar el vector proyección de u sobre v se forma un triángulo rectángulo, en el cual la 
distancia d del punto Q a la recta L es el cateto opuesto al ángulo a entre los vectores u y 
v (Figura 4.51). 


Aplicando el teorema de Pitágoras tenemos: 


|uļ?= | puļ?+d => d=|ul?-] pul? 
| p,u =ļu | cosa =u j = 
E i | pu [> Juel:coso: =|u | 
omo cosa= Ty MM 
(uey y 
> | pu = 
pE 
2 
Remplazando en la forma de Pitágoras: d?= | u||?- Ta 
2 3 2 _ 2 
Efectuando la suma: q? = l Ja Les ) 
Mi 
2 
Aplicando la propiedad 4 del producto mixto: d? = TT = T 
v 
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Ejemplo: 


Hallar la distancia del punto (4, 2,0)a la recta L con ecuación vectorial 
x = (3, 0, 2) +r (1, 1,2). 


Solución: De la ecuación vectorial de L se deduce que un punto P de la recta L es (3, O, 2) 
cuando el parámetro r = 0. 


— 
El punto Q en este caso es (4, 2, 0) entonces: u = PQ =q=-p=(1, 2, -2). 


Como v=(1,1,2) => |v] =6. 


i j k 
Además uxv=|1 2 -2=(6,-4,-1) > | uxv]| = [53. 
1 1 2 


J53 | . . . . 
Por tanto: d = Je = 5 unidades lineales es la distancia entre el punto Q y la recta L. 


DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO: 


Dado un punto Q y un plano S en %R?, la distancia de Q a S que denotaremos d(Q, S), 


—> 
queda definida por la longitud de la proyección del vector PQ sobre el vector n normal al 
plano . Entonces: 


juen] 


Se define como: d(Q, S) = pul = 


[z| 


— 
donde u = PQ es un vector que se define entre cualquier punto P del plano S y el punto 
conocido Q (Figura 4.52). 


Fig. 4.52. 


214 


Nota: Se toma el valor absoluto de uen porque este resultado puede ser negativo, pero una 
distancia (la norma del vector) es siempre positiva. 

Ejemplo: 

Hallar la distancia del punto Q: (-3, O, 2) al plano S cuya ecuación cartesiana es: 

-3x + y + 5z =0. 

Solución: 

De la ecuación cartesiana del plano se deduce que un vector normal al plano S es 


n = (-3, 1, 5) cuya norma es: 
[n| = (Es) +12 +5 =./35 


Para hallar el punto P del plano S se dan valores arbitrariamente a 2 de las variables: x, y; 
x,z O y,z yse calcula la otra. 


Así por ejemplo: x=1y y=-2=> z=1 ,0, 
*=0yy=U =>.z=0 ,0, 
=2Y3=123>2=1 
Tendremos 3 posibilidades para P: (1, -2, 1) o (0,0,0) o (2, 1, 1). 


Tomando P: (0, O, O) ,entonces, u = TE (3, 0, 2) , por tanto: 


1(E3,0,2)e 3,1,5)| |9+0+10| 19 , 
- = = i i u i 
d MES MES MES es la distancia del punto Q al plano S 


DISTANCIA ENTRE DOS PLANOS: 


Se calcula la distancia entre 2 planos S, y S, cuando éstos son paralelos por tanto deben 
tener el mismo vector normal n. 


Para calcular la distancia a(S,, S,) entre los planos, se toman 2 puntos P y Q arbitrariamente 


en cada uno de los planos, se define un vector u = q- p y se proyecta sobre n (Figura 
4.46). 


Se define como: 
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Fig. 4.53. 
Ejemplo: 
Encuentre la distancia entre los planos S; 4x- iz -5=0 y 
S, -8x + 3z + 10=5 
3 


Solución: Para el plano S, el vector normal es (4, O, Eo 
Como la segunda componente de este vector es cero, la variable y puede tomar cualquier 
valor: si y=3 y z=0 entonces: 4x-5=0 > x= 2 

Luego P: È, 3,0) e S, 

Para el plano S, el vector normal es (-8, O, 3), la variable y toma cualquier valor: 

Si y=2 y x=1 entonces: -8 + 3z + 10=5 > 3z=3 > z=1. 


Luego Q:(1, 2,1) e S,. 


-> 5 1 
Entonces: u =PQ= (1 o T ,-1, 1). 


Por tanto, la distancia entres los dos planos es: 


Ej (8,0,3) i 


4 124+0+3] 5 


C8) +0 +3? JB E 


d= 


216 


DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS: 


Para calcular la distancia entre 2 rectas haremos dos consideraciones: las 2 rectas están 
en el mismo plano y por tanto deben ser paralelas, o las rectas están contenidas en planos 
paralelos. 


Caso 1: Las rectas L, y L,están en el mismo plano S y son paralelas, es decir sus vectores 
direccionales son paralelos 


Para hallar la distancia entre las rectas L, y L, se toma arbitrariamente un punto en cada 
una de las rectas, se define un vector u con esos puntos (ver Figura 4.54) y se aplica el 
proceso para hallar la distancia entre un punto y una recta. 


Fig. 4.54. 


Ejemplo: 
Hallar la distancia entre las rectas: 


L, con ecuaciones paramétricas: x=2-—4s, y=4-2s y z=2S y 


= — +1 
x-3 y+1=-z-1 << si 3 = y+l = a 
2 2 1 =l 


L, con ecuaciones simétricas: 


Solución: 
x-3 y+1 2el 


De las ecuaciones simétricas de L.;: q 7 


Se deduce P: (3, -1,-1) y v,=(2, 1, -1). 


1 


De las ecuaciones paramétricas de L,: x=2-4s, y =4-2s y z=2S. 
Se deduce Q: (2, 4, 0) y v,= (4, -2, 2). 


Las rectas son paralelas porque -2v, = v, ; definimos u = PQ = (-1, 5, 1). 
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Tomando como v = (2, 1, -1)> | vw] = /6. 


i j k 
Entonces: uxv=]|-1 5 1|=(-6,1,-11) > |uxv] = /158. 
2 1 -l 


Luego la distancia entre las rectas es d = ¡E = | - 


Caso 2: Las rectas están en planos diferentes pero paralelos entonces sus vectores 
directores no necesariamente son paralelos (fFgura 4.55) 


Fig. 4.55. 


Si la ecuación vectorial de L} es x=p+rv y lade L, es x= q + sw, los vectores v 
y w pueden no ser paralelos, cuando las rectas están en planos diferentes pero paralelos. 
Cuando el parámetro r = O se tiene el punto Pe L, , y cuando el parámetro s = O se tiene el 
punto Qe L, 


Entonces, la distancia entre L, y L, queda definida por la longitud de la proyección del 
— 5 
vector PQ =u sobre el vector n, normal a los 2 planos S, y S, por ser paralelos: 


Se define : 
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Ejemplo: 


Hallar la distancia entre las rectas: 


L x+2 y-7 z-2 x-1_y+2_z+l 


L 
E za" *3z a 1 
Solución: 


Las dos rectas L, y L, tienen vectores direccionales no paralelos, v = (3, -4, 4) y 
w = (-3, 4, 1) respectivamente, por tanto un vector normal a los dos planos es 
n=VXW. 


i j k 
n=|3 -4 4 =(-20,-15,0) > |n|] =./625 = 25 
-3 4 1 


Además, un punto P de L, es (-2, 7, 2) y un punto Qen L, es (1, -2, -1), 


Entonces u= (1, -2, -1) - (-2, 7, 2) = (3, -9, -3) 


Por tanto: d = | Gaa) C 20,-15,0)| z 15 - 3 unidades lineales es la distancia entre las 2 
25 25 


rectas L, y Lo. 


ÁNGULO ENTRE DOS RECTAS: 
Dos rectas L, y L, sobre el mismo plano con vectores direccionales v, y v, no paralelos, se 


cortan en un punto P y forman entre sí un ángulo a, el cual queda definido por los vectores 
direccionales (figura 4.56). 


Se dice que dos RECTAS son SECANTES si no son paralelas. 


Se denota: LH L, > v, NH V, 
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Ejemplo: 


+3 
Hallar el ángulo que forman las rectas L, : = =p z= y 


Solución: 
De las ecuaciones simétricas de L, se concluye v, = (2, 1, 0) => |v, = fs. 


De las ecuaciones paramétricas de L, se concluye v, = (-1, 0, 1) => || v, =.f2. 


(2,1,0) E1,01)___2 


Entonces: cosa = iE D Tio > Q arol -iz +1292 


Por tanto, el ángulo entre las rectas L, y L, es 129,23°. 


ÁNGULO ENTRE DOS PLANOS: 


n,: vector normal a S, 
n,: vector normal a S, 
a: ángulo entre S, y S, 
B : ángulo entre n, y n,. 
a +B +180° =360° 


a =180°-ß 
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Ejemplo: 
Hallar el ángulo entre los planos S,: 3x- y + 22 =1 y S, x+ 2y-Z=-3. 


Solución: 
De las ecuaciones de los planos se deduce: 


,=(8-12 => |n,] =/13 y n-=(,2-)= [nm] = 6. 


_ (8,-1,2)e (1,2,-1) 3-2-2 _ 1 


Además: cos B = Ja Je = J34 MEE 


1 
=arccos| -———= |= 96,26" 
> P | T z) . 


Entonces: a. =180° — B =83,74° es el ángulo entre los dos planos. 


INTERSECCIÓN ENTRE DOS RECTAS: 


Dadas 2 rectas L, y L,con ecuaciones vectoriales X =p +rv y X= q + sw respectivamente, 
si los vectores v y w no son paralelos las rectas son secantes, es decir tienen un punto P 
en común llamado “punto de intersección”. 


Se denota: L, ^L, = {P}. 
Para hallar el punto de intersección, con las ecuaciones paramétricas de las rectas se 


forma un sistema de 3 ecuaciones con dos incógnitas que son los parámetros r y s en 
cada ecuación. 


E.P. de L, x =x, + fv, E.P. de L xX = X, + SW} 
y = y, + Ty, Y = Y, + SW, 
Z =Z +v, Z = Z, + SW, 


Igualando las expresiones para cada una de las variables se tiene: 


Xi T v, = Xx, F sw, 
y, + Tv, Y, + SW, (coordenadas de P) 
Z, +IV, = Z, + sW, 


Este sistema debe tener solución única puesto que la intersección de las rectas es solo 
un punto P, el cual se obtiene remplazando en las ecuaciones paramétricas de cualquiera 
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de las rectas, el valor del parámetro correspondiente. En cualquier caso se debe tener el 
mismo punto. 
Ejemplo: 


Hallar la intersección de las rectas L, y L,con ecuaciones vectoriales 
x=(2,1,9 +r(1,-1,3) y x=(1,1, 1) +s(2, 1, -1) respectivamente 


Solución: 


Escribimos las ecuaciones paramétricas de cada recta: 


L: x=2+r y Lg x=-1+2s 2+r=-1+0s r-2.=-3 
y=1-r y=1+s > 1-r=1+s > -r-s=0 
z=3+3r z= =s 3+3r=1-s 3r + s= -2 


Aplicamos el método de reducción de Gauss-Jordan para resolver el sistema de 
ecuaciones: 


l =2]=3 1 =2|=3 | -=2]=3 1 0 
-1 -1| 0 |>| 0 -3|-3|—>|O0 1|1 |j>|o0 1 
3 W= 2 0 717 0 717 0 0 
Remplazando r por —1 en las ecuaciones paramétricas de L, se tiene : 


x=1, y=2,z=0 > P: (1, 2, 0) es el punto e intersección de las rectas 


Si se remplaza s por 1 en las ecuaciones paramétricas de L, se tiene el mismo punto (1, 2, 
0) lo que prueba que la respuesta es correcta. 


INTERSECCIÓN ENTRE DOS PLANOS: 


Dos planos S, y S, con vectores normales n, y n, no paralelos se llaman PLANOS SECANTES 
y su intersección es una recta. 


Se denota: S, A S, = {L} 
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Fig. 4.58 


Las ecuaciones cartesianas de los planos forman un sistema de ecuaciones lineales con 
menos ecuaciones que variables, esto implica que el sistema tiene infinitas soluciones 
y la solución general del sistema define las ecuaciones paramétricas de la recta L, de 
intersección entre los planos (Figura 4.58) 


Ejemplo 


Encuentre la intersección de los planos definidos por S; —x+y+z=3 y 


S,: Ax + 2y- 7z=5 
Solución: 


Usando el método de reducción de Gauss-Jordan resolvemos el sistema de ecuaciones 
que se forma con las ecuaciones de los planos: 


=x+y+z=3 
Sistema de ecuaciones: entonces: 
—4x+2y-7z=5 


-1 1 11 I =1 “=L1=3 1 -1 -1|-3 t =t =l =3 
> > > 
-4 2 -75 -4 2 —71|5 0 =2 _ -Il-7 0 1  11/27/2 
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9 1 1 9 

x+=2=-= xX=77 74% 
f 0 a 2 2 2 2 
7 11 

O 1 11/217/2 y+ z=? y=5-77 


1 9 7 u. l nn 
x= E ra. $ a r; z=r, estas son las ecuaciones paramétricas de la recta 


intersección de los 2 planos. 


MOMENTO DE UNA FUERZA: 


En física se llama “Momento Estático de una Fuerza con respecto a un Eje” (llamado eje de 
giro), al producto de la magnitud de la fuerza por la distancia entre la recta de acción de la 
fuerza y el eje de giro (figura 4.59 a). Si la rotación que produce la fuerza se da alrededor 
de un punto y no de un eje, se llama “Momento Estático de una Fuerza con respecto a un 
Punto”, y se define como el producto de la magnitud de la fuerza por la distancia entre el 
punto y la recta de acción de la fuerza (figura 4.59 b). 


El momento m de la fuerza F respecto al punto Pes m = || F||.d 
Pero d =| R|| sena > m=|F[.[R]. seno > m=|FxR]| 


Como mes la norma del vector momento m, entonces m=FxR 


Fig. 4.59. 
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Nota: El momento m puede ser positivo o negativo según sea al sentido de la rotación que 
produce la fuerza respecto al punto dado P: positivo en sentido antihorario, y negativo en 
sentido contrario. 

Ejemplos: 

1. Calcular el momento de la fuerza F = -2i -4j + k para R = (-2, 1, -3). 


Solución: 
Se calcula el vector momento m y luego su norma: 


m=|-2 -4 1|=(11,-8,-10) = m=.(11%(8)+(C10) =./285 =16,9 


2. Calcular el momento m que produce una fuerza de 3 Newton aplicada en el extremo del 
vector R = sE ,1 ,0) con un ángulo de 60° respecto al semieje positivo X (Figura 4.60). 


Solución: 

R=(/3,1,0)=>|R| =/3+1 =2 
B : ángulo direccional de R. 

o: ángulo entre R y F 


a=60”-B 


sen => => P=30' 


Fig. 4.60 => 01 60" -30*= 30° 


Como m = || F[| .[| R|| sena, el momento que produce la fuerza F es: 


m = 2.3.sen30* = 235 = 3 Nm (Newton por metro). 
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Ejercicios propuestos: 


1. Una recta L en R? pasa por el punto P: (-3, 1, 1) y es paralela al vector 
v = (1, -2, 3). Determine cuáles de los siguientes puntos están sobre L: 
a)(0,0,0) b)(2,-1,4) c)(-2,-1,4) d)(-4,3,-2) e) (2, -9, 16) 


2. Encuentre ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta: 

a) Qué pasa por el punto (-3, 2, -4) y es paralela al vector 5i- 7j- 3k. 
b) Qué pasa por los puntos P; (1, 2,0) y Q: (0, -2, -1). 

c) Qué pasa por el origen y es ortogonal al vector u = (4, O, -3). 


3. Pruebe que los siguientes pares de rectas son paralelas y halle la distancia 
entre ellas: 

a)L,: x =(2, 1,-4) + r(5, -2, 1) y L, X = (3, 4, 3) + s(-5, 2, -1). 

b)L ¿x= 1+r; y =-3+2r; z=-3+3r y L; x=3+3s; y= 1+6s; z= 8+9s. 


4. Una recta que pasa por el punto P:(1,1,1) es paralela al vector 
v = (1, 2, 3). Otra recta que pasa por el punto Q: (2, 1, 0) y es paralela al vector 
u = (2, 1, 0) intersecta a la primera. Encuentre el punto de intersección y el 
ángulo que forman las rectas. 


5. Halle la distancia entre el punto R: (2, -6, 1) y la recta L que pasa por los 
puntos P: (3, 4, -2) y Q: (6, 1, -5). 


6. Los puntos (1, 1, -1); (3, 3, 2) y (3, -1, -2) determinan un plano S,: 

) Halle una ecuación cartesiana del plano S, 

) Calcule la distancia del plano S, al origen. 

) Encuentre la ecuación de un plano S, ortogonal a S, que pase por el origen. 

) Encuentre ecuaciones paramétricas para la recta de intersección entre S, y S, 
) Halle la ecuación del plano S, paralelo a S que pase por el punto (2, 0,-2). 

) Calcule la distancia entre los planos S, y S, 

g) Encuentre el ángulo que forman los planos S, y S, . 


a 
b 
C 
d 
e 
f 


7. Dados los vectores u = 3i -2j+k y v=i-j+3k halle : 

La vector proyección de u sobre v. 

Un vector unitario paralelo a v. 

El ángulo entre el vector v y el vector opuesto de u. 

Las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por los extremos de los 
vectores u y V. 


8. Dibuje el paralelepípedo generado por los vectores a = (1, -1, 4) ; b = (0, 2, 5) 
y c= (3, 0, 0) y calcular su volumen. 
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4.3. VECTORES EN %” 
En esta sección se generalizan las definiciones y los conceptos estudiados en R? y R? a 
conjuntos ordenados de n elementos llamados n-uplas. 


4.3.1. Generalidades de los vectores en *” 


Definición: Se llama N-UPLA a un conjunto ordenado de n elementos 


se denota A A X) 


1 in 3? 


Definición: Se llama HIPERPLANO %” al conjunto de todas las n-uplas de números reales. 


Se denota: 
R” A A x, eR coni=1,2,---,n) 


Cada n-upla se llama VECTOR EN 9” y para n>3 no tiene representación geométrica. 


Notación: Una n-upla o vector en R”, puede ser expresado como una MATRIZ FILA o 
como una MATRIZ COLUMNA. 


1? 2? 3? 


ASÍ: W=(%,,X,,X3,--.,X,)=| X; 


Definición: La NORMA del vector v = (x,,x,,X,,...,x,) y se define como: 


Ivi = Ji a teta 
1 2 3 n 


Se llama VECTOR UNITARIO o NORMADO de v a un vector de norma 1 definido 


y A G 


Como: Y= ; ; ¿E Xn donde : E =1 
bl BEI v| Iv! 
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Ejemplo: 


Hallar un vector normado para cada uno de los siguientes vectores: 
a) u = (1, -3, 0, 5, -2) ERS b) v= R4 
) ( ) € ) J2 € 


Solución: 
En cada caso primero se calcula la norma del vector y después se aplica la definición de 


vector normado. 


a) Jul = AE +L3)+00+5+(2) =,/39 entonces el vector normado es: 
ny 


b) |v] = [627 +64} +2] +1 =,/9/4+16+2+1 - paja 18 


3/2 


y/85/2 
4 


3 

J85 

Ma -8 

e | |./85 

Entonces el vector normado es: — = z 
lr | ya 22 
MES 
2 
J85 


y/85/2 


4.3.2. Operaciones con vectores en >" 


Se definen en forma análoga a como se hizo en R? y R? las operaciones de: suma vectorial, 
multiplicación escalar y producto escalar o interno. 
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SUMA: Se define entre 2 vectores de 9R” y el resultado es un vector de R”. 


Definición: Si v = (u 


u+v = (4,+V, , 4, + V 


Propiedades 
1. Conmutativa: U +V =V +U. 
2. Asociativa: [u+v]+w =u+[v+w]. 


3. Modulativa: El VECTOR NULO en R”es o=(0,0,0,...,0) porque: 
V+0=V=0+v para todo vector v en KR”. 


4. Invertiva: Para todo vector v en R” se define el VECTOR OPUESTO 
de v como -V = (V, -V,,-Vz,-.-.,-Vv,) porque: W+(-V)=0= (-V) + V 


MULTIPLICACIÓN ESCALAR: Se define entre un real r y un vector v eR” y el resultado es 
un vector de R”. 


Definición: Si v=(v,,v,,Vv¿,...,V,) ER” y reR se define: 


IN = (1v,, 1v,, TV3, a ¡TV )=W=(W,, W,, Wa, --.., W JER”. 


Propiedades ( son las mismas que en R? y Rẹ) 


r[sv]=[r.s]v para todo v eR” y parar y s reales. 
[r+s]v=rv+sv  paratodo v eR” y pararys reales. 
r[u+v]=ru+rv paratodouyve%R"” y parar real. 
lv=v y Ov=0 paratodo v eR” . 


AONT 


PRODUCTO ESCALAR: Es una operación definida entre 2 vectores y el resultado es un real. 


Definición: Si U=(u,,u,,u,¿,...,4,) Y V= (Vp Vas Va)... ,) 


1 2? 32 


UV = u.v; + U,.V, + U, Vy +... UY, = reR 
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Propiedades 


.u. 
12>0 paratodo u eR” . 


= UeV + UeW 
uev =0 > U=0,0,V=0,0,U_lvVv. 


Ejemplo: 


Si u =(3,-1,2,1); v=(0, 1,-1,0); w = (5, 4, 6, -3) calcular las operaciones indicadas 
en cada caso: 


a) 5[u-2v] b) 2v? + 3[uew -—4u*] Cc) DI [ weu ] v 


Solución: 
a) 5[ u - 2v ] = 5[(3, -1, 2, 1) -(0, 2, -2, 0)] = 5(3, -3, 4, 1) = (15, -15, 20, 5) 
b) v?= vev = 0?+ 12+ (-1)2+ 0°= 2 
u”= ueu = 32 (-1)%+ 2% 1% 15 
UeW = 3.5 + (-1).4 + 2.6 + 1.(-3) = 15-4 + 12 -3 = 20 
Entonces: 2v? + 3[uew -4u*] = 2.2 + 3[20 — 60] = 4 + 3(-40) = -116. 
0) jely F rC +0? =./2 


Uew = 15-4 + 12-3=20 


2 2 
Entonces: [oy [ weu] v = -77 200, 1, -1, 0) = Q, 2042,- 2042,0). 


Definición: Si a. es el ángulo entre los vectores u y v se define el 
uev 


“ekl 


COSENO DE a. como: cos a 


Definición: En R” dos vectores u y v son VECTORES ORTOGONALES 
Si: uev = 0. Se denota u Lv 
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Definición: Un conjunto H = {V} , V, , V3 s ==, V, } de vectores en R” se llama CONJUNTO 


ORTOGONAL si cualquier par de vectores en el conjunto son ortogonales: Vev =0, 
Viz j 


Definición: Un conjunto de n vectores en R” es LINEALMENTE DEPENDIENTE (L.D.) si 
alguno de los vectores se puede expresar como combinación lineal de los restantes. 


Definición: Un conjunto de n vectores en R” es LINEALMENTE INDEPENDIENTE (L.!.) 
si una combinación lineal de los vectores que de como resultado el vector nulo o, sólo es 
posible con todas las constantes iguales a cero. 


Los conceptos de combinación lineal, dependencia e independencia lineal, así como los 
de conjunto generador, base y dimensión serán definidos y estudiados en detalle un la 
siguiente unidad llamada Espacios Vectoriales (5). 


En la unidad 5 se caracterizan los conjuntos según la estructura algebraica que posean, 


es decir, según las operaciones que se definen en el conjunto y las propiedades que ellas 
cumplen dentro del conjunto. 


Ejercicios resueltos: 


1. Verificar que el conjunto ((1, 2, 1, -2); (0, -2, -2, 0); (0, 2, 3, 1); (3, O, -3, 6)) de vectores 
en Rt es linealmente independiente. 


Solución: 


Según la definición, se debe comprobar que una combinación lineal de los vectores que de 
cómo resultado el vector nulo, sólo es posible con todas las constantes iguales a cero. 


Si a(1, 2, 1, -2) + (0, -2, -2, 0) + c(0, 2, 3, 1) + d(3, O, -3, 6) = (0, O, O, 0) 


Entonces: la + Ob +0c + 3d = 0 
2a-2b +2c+0d=0 
la-2b+3c -3d=0 
-2a + Ob +1c + 6d = 0 


Se ha formado un sistema homogéneo de ecuaciones lineales (S.L.H.), que según se estudió 


en la segunda unidad, tiene solución única si el determinante de la matriz de coeficientes 
es diferente de cero. En tal caso esa solución es la trivial, es decir, a=b=c=d=0. 
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1 0 0 3 1 0 0 0 
-2 2 -6 
-2 2 0 2 —2 2 -6 
Veamos: = =|-2 3 -6 =-24 
-2 3 -3 1 -2 3 -6 
0 1 12 
-2 0 1 6 -2 0 1 12 


Concluimos entonces que los vectores del conjunto dado son linealmente 
independientes. 


1 1 2 2 
2. Comprobar que los vectores u=|3 [¡w=|3 | w=|4 | z=|4 [de %93 
3 5 3 


son linealmente dependientes. 7 
Solución: 


Por definición, los vectores son linealmente dependientes si alguno de ellos es combinación 
lineal de los restantes. 


En este caso z = -2u + 2v + w, por tanto los vectores u, v, w y z son linealmente 
dependientes. 


Otra forma de justificar la respuesta es la siguiente: Si los vectores no fueran L.D. serían 
L.I., es decir una combinación lineal de los vectores que de cómo resultado el vector nulo, 
solo sería posible con todas las constantes iguales a cero. 

Por otra parte, en el ejercicio anterior se muestra que la combinación lineal da origen a un 
S.L.H. que en este caso tendrá mas variables (4) que ecuaciones (3), por tanto existen 


infinitas soluciones, es decir, se pueden hacer combinaciones lineales de los vectores que 
den como resultado el vector nulo, sin que todas las constantes sean cero. 


3. Decidir cuales de los siguientes conjuntos de vectores son ortogonales: 
a) {i,j,k}. 
b) [(0, E O, 1) ; (1, -2, 1, 2) s (3/4, O, -3/4,0) ; (-1, la =i; 1) à 


c) {(1, 1, 1, 0) ; (0, -1, 1, -1); (-1/3, 1/3, 0, -1/3) ; (-2/3, 0, 2/3, 2/3)}. 
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Solución: 

Por definición, para ver si un conjunto de vectores es ortogonal se debe verificar que 
cualquier par de vectores del conjunto es ortogonal, es decir que el producto interno de 
dos de ellos es cero. 

a) Como i= (1,0,0); j=(0, 1,0) y k=(0, O, 1) entonces: 
iej =0; jok=0; kel = O 
Por tanto, el conjunto es ortogonal. 
b) Si llamamos a los vectores del conjunto a, b, c y d respectivamente, se tiene: 
aeb = -2+2 = 0 
aec = 0 
bec = 3/4- 3/4 = 0 
Ceb = -3/4+3/4 = 0 
Pero aed = 1+1=2 y bed = -1-2-1+2 = -2 
Por tanto, el conjunto no es ortogonal. 


c) Como en el caso anterior llamaremos a los vectores a, b, c y d respectivamente, 
entonces: 


aeb=-1+1=0; aec = -1/3 + 1/33 = 0 
bec = -1/3 + 1/3 =0; bed = 2/3 - 2/3 = 0 
Ceb = 2/9 - 2/9=0 aed = -2/3 + 2/33 = 0 


Efectuamos todas las posibilidades para el producto interno y los resultados son cero, 
esto implica que todos los pares de vectores son ortogonales y por tanto el conjunto es un 
conjunto ortogonal. 


4. Expresar, si es posible, el vector u= (1, 1, 0, 2) eR* como combinación lineal de los 
vectores: a = (0, 1,-1, 1); b=(2,0,0,-2) y c=(3, 1,0, -2). 

Solución: 

Escribimos la combinación lineal general u =ra + sb + tc donde r,s y t£ son escalares: 


(1,1,0,2)=r(0, 1, -1, 1) + s(2, 0, O, -2) + £(3, 1,0, -2), entonces: 
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Or + 2s + 3t= 1 
1r+0s + 1t= 1 
-1r + Os +0t = O 
lr-2s-2t=2 


Se generó un sistema de ecuaciones lineales inconsistente, por tanto no es posible expresar 
al vector u como combinación lineal de los vectores a, b y c. 


El sistema es inconsistente porque de la tercera ecuación se concluye que r = 0, esto 
conlleva a que ft = 1 remplazando en la segunda ecuación. Pero remplazando estos 


valores en la primera y en la cuarta ecuación, se obtienen valores diferentes para s, lo cual 
es una contradicción. 
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RESUMEN 
En R? un vector queda definido por un par ordenado v = (x, y). 
Los elementos característicos de un vector son: 


La magnitud o norma: | v| = /x?+y? si v en? 


La dirección: aan +) . 
X 


El sentido que lo define la flecha. 


Para todo vector v = (x, y) se define el vector normado o unitario de v: 


Si u= (x,y) y V =(x,, y,), la suma de u y ves: u +V = (%,+x,, y+ y,) = (w, w,) = W. 

Si r ER y V =(x, Yə), la multiplicación escalar de v porres: rv = (rx, ry,) =Z. 

Se dice que z es múltiplo escalar de v; z y v son linealmente dependientes o que z y v 
son vectores paralelos. 

Estas 2 operaciones permiten expresar cualquier vector del plano R? como combinación 
lineal de los vectores unitarios i y j: w=xi + yj, por lo que se dice que los vectores i yj 
forman una base canónica de %?. 

El producto escalar (interno o punto) entre u = (x,, y,) y V =(x,, y,) , se define de 2 formas: 


1. A partir de las coordenadas de los vectores como UeV =x,. y, + X, Y, 
2. Como uev = |u [-|v[ cos(a) , donde a es el ángulo entre los vectores. 


De la segunda definición se deduce que el coseno del ángulo entre los vectores es el 


uev u v 
producto escalar de los 2 vectores normados: cos(a) = lul] = ki i 
uey 


El vector proyección de u sobre v se define como p,u = PP 2V. 


La proyección de u sobre v es la norma del vector proyección, y si la proyección es cero, 
los vectores son ortogonales. 


En R* un vector queda definido por una terna ordenada v = (v,, v,, v,). Con estos vectores 
se definen las mismas operaciones que con los vectores en 9R?: 
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La suma se efectúa entre 2 vectores y el resultado es un vector. 

La multiplicación escalar se define entre un real y un vector y el resultado es un vector. 
El producto escalar (también llamado producto punto o producto interno) definido entre 
2 vectores y el resultado es un real. 


Se define además que el producto vectorial entre 2 vectores y el resultado es un vector, y 


i j k 
E u, uz E u Ur u u, 
se denota: UXV=u u, u| =İ - +k 
V3 V3 vi V3 v V3 
Y Y ë V» 
= = — = a 3 
= (U,V; — U¿V, , UV} — U,V , UV, — 4, V,) =W ER. 


Esta operación no es conmutativa: UxvV=-VxXU. 

El vector resultante u x v es ortogonal a u y a v simultáneamente, es decir: 
ue[vxu]=0 y ve[vxu]=0. 

Si u x v = o o alguno de los vectores es el vector nulo, o los vectores son paralelos. 


Dos vectores linealmente independientes generan un paralelogramo y su área es la norma 
del producto vectorial de los vectores: [uxv| = | u] - [[v| - sena. 


El producto mixto (también llamado triple producto escalar) es otra operación definida 
con 3 vectores de 9R? y el resultado es un real; es la combinación del producto vectorial y 
del producto escalar entre vectores de RÌ, y se denota ue[ v xw ] 


Si u = (u,, U, 4,), W=(v,, Va Va) Y W= (w,, W,, W,): Ue[ VXW]= | v v|=reñk. 


w w w, 


Tres vectores linealmente independientes generan un paralelepípedo y su volumen es igual 
al valor absoluto del producto mixto de los vectores: V =|we[u xv] !. 


Un vector v = (v,, v,, v¿) genera una recta vectorial definida por 
ecuaciones paramétricas: x =x} +v; Y=) +IM; Z=Z,+IV. 


A X— Xo Y- Yo 229 
ecuaciones simétricas: = = 
Y v, V3 


Dos vectores linealmente independientes u = (u,, u,, u,) y V = (v, v,, v,) generan un plano 
con ecuación cartesiana: a.(x-x,)+b.y-y,)+<.(z-z,)=0, donde 

u xv =n =(a, b, c) es un vector normal al plano, y X = (x =x} , y -Ya > Z Zə) es un vector 
contenido en el plano, entonces Nex =0 es la ecuación vectorial del plano. 


236 


En R’ un vector se llama n-upla, se denota (x,, x,,x,,... ,x,) y puede ser expresado 
como una matriz fila o como una matriz columna. Con estos vectores se definen en forma 
análoga las operaciones definidas en R*: suma, multiplicación escalar y producto escalar, 
así como los conceptos de norma, vector normado y vector proyección. 


GLOSARIO 
.o« ” ——> ` 
Vector es un segmento de recta dirigido (flecha) y se denota por v = ab sila flecha que 
representa el vector sale de a y llega a b. 
El Vector normado de u es un vector de norma (longitud) 1 en la misma dirección de u. 


Un Múltiplo escalar de u es otro vector que se obtiene multiplicando escalarmente a u por 
cualquier real. 


Dos vectores son linealmente dependientes, si uno de ellos es múltiplo escalar del otro 
(están sobre rectas paralelas). 


Dos vectores son linealmente independientes si están sobre rectas secantes. 
Dos vectores son ortogonales si su producto escalar es cero. 
Un Paralelogramo es un cuadrilátero con los lados iguales y paralelos dos a dos. 


Un Paralelepípedo es un sólido delimitado por 6 paralelogramos iguales y paralelos dos 
a dos. 


Una recta vectorial es generada por un vector y cada punto representa un vector. 
Una n-upla es un vector de R” definido por (x,, x,,Xz, +... ,X,). 
Una base canónica de KR? es un conjunto de 2 vectores unitarios y ortogonales. 


Una combinación lineal de 2 vectores es la suma de múltiplos escalares de los 
vectores. 


237 


AUTOEVALUACIÓN 
En cada caso seleccione la respuesta correcta: 
1. Un vector es: 

a) Dos puntos del plano. 

b) Una flecha. 


c) Una colección de segmentos con la misma dirección, magnitud y sentido. 
d) Un conjunto de flechas. 


. Si P: (4, 1,0) y Q: (2, O, -3), la longitud de PÀ es: 


AJT DB = b) 30 . c) [24 . d) J14. 


N 


3. La dirección del vector (3, 6) es: 


a) 45° . b) arctan (2). c) aan > } d) z. 


A 


. Un vector normado en la misma dirección y sentido de (-1, -2, 3) es: 
11 1 a. =3 ES 2,-3) 
a -=L= . b , , . C)- 27 . d 1,1,-1). 
( 2 ,) la y/14 | )- fía 4 ! 


. El resultado de j xk es: 


al 


a) O. b) 1. c) i. d) 2. 


o 


. Los vectores 2i1- 4j+3k y -i+ Ej k son: 


a) Paralelos. b) Ortogonales . c) Secantes. d) Opuestos. 


7. El vector proyección de u sobre v es: 
uey (uev) USV (uev) 
. b . . d . 
Apr ro UN 


8. El resultado de jxk-kxj es: 


a) -2 1. b) 2i. c) O. d) o. 
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9. El ángulo entre los planos 2x-y+z=1 y 3x + 2z = 0 es aproximadamente: 


a) 205° b) -25° c) 155° d) -155° 


10. La intersección de los planos 2x-y+z=1 y x+ 2y- 3z= -1 es la recta cuyas 
ecuaciones paramétricas son: 


a) m EE S FF 
IEA E n 
b) x=-+-r ; —->+-r ; z=fr 
) pen 
c) Es 3 r 
Z AR ; ER me jo Z=r 
ma S r= g 
d) x=----r y=>+-r; z=r 


11. En cada caso, decida si el resultado de la operación indicada es un real, un 
vector, o no está definida: 


a) u x (v xw) b) ue(Vew) 

c) (Uev ) w d) [u| vew 
e) u (v + w) f) | ul + vew 
uxv E LE 

9) e h) Jul [»] 


Decida si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera (V) o falsa (F): 


12. Todo vector de R? puede ser expresado como una combinación lineal de los 
vectores de coordenadas (2, 1) y (1, 3). 


13.Siu y v son vectores linealmente dependientes y w es ortogonal a u, 
Entonces, w es ortogonala v. 


14. Si uev=0 entonces u= O Ó V=0. 


15. El ángulo entre los vectores (1, 1, 1) y (-1, 0, 0) es mayor de 90 grados. 
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16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
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La componente del vector u = (2, 1) sobre la recta generada por el vector 
3,2 g 
v=(- =. 
ES, 2) es 73 


Si œ es el ángulo entre los vectores u y v y cosa = 1, entonces u y v 
tienen la misma dirección. 


Los puntos A: (4, 2, 1), B: (7, 5,3) y C: (2, 2, 4) son vértices de un triángulo 
rectángulo. 


El vector con punto inicial en (3, 1, -2) y punto terminal en (-3, 4, -1) es 
6i + 3j + k. 


El área del triángulo con vértices en i, j y k es v3 
2 


-3 _ y+ _ z-2 


; , ; os xX 
Un vector direccional de la recta con ecuaciones simétricas 5 2 7 


es (3, -1. 2). 
Un vector normal al plano x-y + 3z = 3 es el vector (-2, 2, -6). 


Un conjunto de vectores en Rt es ortogonal, si el producto interno de dos 
vectores en el conjunto es cero. 


Las matrices de orden 5x1 son vectores columna de %R?. 


Un vector normado del vector (6, -5, O, - J3) es el vector es el vector 


35,43 
478? 8 | 


RETROALIMENTACIÓN 
Respuestas a los ejercicios propuestos: 


Sección 4.1.2 (página 150): 1. a) (89 y arctan(-8/5) = 122" . 


b) 2y arctan(- 4/3 ) = 300° = E) s y arctan(9/4) = 246° 


2. a) (EB =¿15): ol 75-75) 


3. a) E Es) y E a b) E] A) 


2’ 2 8 8 8 8 


4. a) (-1,-3). b)(7,-1). c) (1,3). d)(-7, 1). lo) 


Falta la respuesta del ejercicio 6. 


1 1 
7. a) sena=4/5 y cosa=-3/5. b) sena=- > y cosoa= 775 
c) sena =0 y cosa= 1. d) sena = 1 y cosa = 0. 


8.a) 26 6) 155 €)5,418 4d)54/2 


Sección 4.1.2 (página 159): 1. q = (2,-1)+k(7,6),keR. 2. a) 4,/13 . 


4. a) a=0y b=0. o) a= y b= $, 6. y = -6i + 34j. 

Sección 4.2.2 (página 195): 1. a) (21, 28, -35). b) 64. c) 72. d) (30, 60, -105). 
A aud a O 

515 15] E A E a 

3 A a B pe C === 

. COSA = EX cos = 205" cosC = 7 
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Sección 4.2.3 (página 208): 1. a) (-1, -1, 3)e(2, 1, 1) =-2-1+3=0. 


b) (3, -2, 4)e(4, 2, -2) = 12-4-8=0. 2. 
3. Ecuación vectorial: X = p + rv ,V reKR 
Ecuaciones paramétricas: x=3r; y=0; z= -r (una opción). 


Ecuaciones simétricas : =-z , y= 0 (hay muchas respuestas). 


Sección 4.2.3 (página 226): 1. a)No. b)No. c)Si. d)Si. e) Si. 


2. a) Ecuaciones paramétricas: x=-3+5br; y=2-Tr; z=-4-3r. 


RES y-2_z+4 
5 = -3 ` 


Ecuaciones simétricas: 


b) Ecuaciones paramétricas: x=1+r; y=2+4r; z=r. 
y-2 
4 
c) Ecuaciones paramétricas: x= 3r; y=0; z= 4r. 


Ecuaciones simétricas: x-1 = =Z. 


. a X Z 
Ecuaciones simétricas: 757 


3 4 ¿y =0, 
3 2 . _ |883 
. a) L| ÎL, porque v, = (-1)v, ; A(L,, L,) = a 
b) L,PIL, porque v, =3v, ; d(L, L,)=5 Z. 


2 1 4 
4. Intersección de las rectas: | ,—,0 | : ángulo: arctan| —= |= 25,6°. 


5. AR LD)=7/2. 6. ax+2y-2%=5. o) > ETETE 0) 


5 10 
d) x=-772r; o e)x+2y-2z=6 f)1 g) 30" 


la lA A€ r 3 
lr ma Y PA CT í ¿11 a 


-8 8 
—— 2 x-3 +2 z-l 
Cc) ecos Fa | Ta -so d) T 2 = T 
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1 -1 4 


8. [10 2 5| = |-15-24]| = 39 unidades cúbicas. 
3 0 0 


Solución Autoevaluación Sección 4.1: (página 179). 
— 
1.La respuesta correcta es c) porque PQ =q=-p = (-2-1, 3+4) = (-3, 7). 


2. La respuesta correcta es a) porque: 


Rapa 


3. La respuesta correcta es b) porque: 


u = (4, -3) y v = (2, 1) entonces uev=8-3=5 y | uļ| =5. 


uev 


; 5 
Además p,v= lul? u entonces p V= nN 3)= E ==) 


4. La respuesta correcta es a) porque: 1 
(3, 1)+ 2u = (6, 4)-u > 3u = (6, 4) - (3, 1) = (3,3) > u = a 3) = (1, 1) 


5. La respuesta correcta es d): Según la interpretación geométrica de la desigualdad 
triangular, en cualquier triángulo, la suma de 2 de sus lados es siempre mayor que la 
longitud del otro lado. En este caso 4 + 6 = 10, la suma de dos lados, es menor de 12, el 
otro lado. 


6. La afirmación es falsa. Si alguno de los vectores es el vector nulo o, el resultado de su 
producto interno es cero, por tanto, no necesariamente los vectores han de ser ortogonales 
o perpendiculares. 


7. La afirmación es verdadera. Si u es perpendicular aw y a la vez w es perpendicular a v 
, entonces u y v son paralelos. Pero si dos vectores son paralelos y uno de ellos es múltiplo 
escalar del otro, los vectores son linealmente dependientes. 


8. La afirmación es falsa. En el teorema del coseno, si el ángulo es de 90 grados, su coseno 
es cero y el enunciado toma la forma del teorema de Pitágoras. Además, geométricamente 
el teorema del coseno se aplica a cualquier triángulo, mientras que el teorema de Pitágoras 
sólo se aplica a triángulos rectángulos. 
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9. La afirmación es verdadera. Si dos vectores son paralelos están sobre la misma recta y 
por tanto, uno de ellos es múltiplo escalar del otro. 


10. La afirmación es falsa. Dos vectores linealmente independientes están sobre 
rectas secantes (no paralelas), pero esto no implica que las rectas sean ortogonales 
(perpendiculares), el ángulo entre ellas puede ser diferente de 90°. 
Solución Autoevaluación Unidad 4: (página 238) 
1. La respuesta correcta es c). En el plano geométrico un vector tiene infinitas 
representaciones, puesto que cualquier par de segmentos paralelos de ¡gual 
longitud y sentido, definen el mismo vector. 
2. La respuesta correcta es d). Si P: (4, 1,0) y Q: (2, 0, -3) entonces el vector 
PQ = (-2, -1,-3) y | PO] = ¡Cr ++ Es) =,/14- 
3. La respuesta correcta es b). La dirección de un vector v = (x,y) queda 


determinada por el ángulo direccional & = aca A , entonces para el vector 
: 6 
(3, 6) se tiene A = aca 5) arctan(2 ), 


4. La respuesta correcta es €). El vector normado de v = (x, y, z) con el mismo 


sentido de v está definido como: rán) Si v = (-1, -2, 3) => || v| =./14 


[v vV v 


=] =2 .3 


1 
doña; q? 5) 


Por tanto, el vector pedido es | 


5. La respuesta correcta es c). j = (0, 1,0) y k= (0, 0, 1) , entonces: 
i j k 
jxk=ļ0 1 ol =(1,0,0)=i. 
0 0 1 


6. La respuesta correcta es a). Los vectores son paralelos, porque: v = -3u 


7. La respuesta correcta es d). El vector proyección de u sobre v, es un múltiplo 


uev 


escalar de v definido por pu = bI v. 


8. La respuesta correcta es b). j x k-k x j= 2i , porque: 


9. La respuesta correcta es c). El ángulo f entre dos planos, se definió como 
PB =180—a , donde a es el ángulo entre los vectores normales de los planos 


Entonces: 


Vector normal al plano 2x-y+z=1 > n,=(2,-1, 1). 
Vector normal al plano 3x +2z=0 = n,=(3,0, 2). 


nen, 


6+0+2 8 
Por tanto, a =arccos| —- |= arccos === |= arccos —— |= 25* 
a) ka F z| 


, luego el ángulo entre los dos plano es B =180° -25° =155°. 


10. La repuesta correcta es b). La intersección de dos planos es una recta cuyas 
ecuaciones paramétricas se obtienen de la solución general del S.E.L., que se 
forman con las ecuaciones cartesianas de los planos: 2x-y+z=1 

x+2y-3z=-1 


Aplicando el método de reducción de Gauss-Jordan se tiene: 


x==+=zZ 

1 -3 4 2 — 
F +3F, 1 0 1/5| 1/5 = 5 5 
0 1  -7/5|-3/5 0 1 -7/5|-3/5 E. 7 
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Si z=r se tienen las ecuaciones paramétricas de la recta de intersección: 


11. El resultado: a)es un vector. b) no está definido. c) es un vector. 
d) es un real. e) no está definido. f) es un real. g) es un vector. 
h) es un vector. 


12. La afirmación es verdadera. Como los vectores (2, 1) y (1, 3) son linealmente 
independientes, forman una base de R?; por tanto, todo vector del plano puede 
ser expresado como una combinación lineal de ellos dos. 


13. La afirmación es verdadera. Si u y v son linealmente dependientes, son 
paralelos, por tanto, si w es ortogonal, u también es ortogonal a v. 
ul lv > u=kv 
wlu=> weu=0> wWe(kv)=0 > k(wev)=0 > wlv. 

14. La afirmación es falsa. Si el producto interno de 2 vectores es cero, alguno de lo 


vectores puede ser el vector nulo, pero también puede ser que los vectores sean 
ortogonales. 


15. La afirmación es verdadera. Si el ángulo entre los vectores es a entonces: 


(1,11) 210,0) 1 
5 E 


cosa = . Como el coseno es negativo en el segundo 


cuadrante, el ángulo entre los vectores es mayor de 90°. 


16. La afirmación es falsa. La componente sobre v del vector proyección p,u, es 


uev 4 


IS 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


La afirmación es verdadera. Si el coseno del ángulo entre los vectores es 1, 
Entonces, el ángulo entre ellos es 0% y los vectores están sobre la misma recta y 
por consiguiente, tiene la misma dirección. 

La afirmación es verdadera. Los lados AB y AC son ortogonales, porque si 

u = AB = (3, 3, 2) y v = AC = (-2, 0, 3), entonces: Uuv=-6+0+6=0, y si el 
triángulo tiene dos lados ortogonales, es rectángulo. 


La afirmación es falsa. El vector con punto inicial (cola) en P = (3, 1, -2) y punto 
terminal (cabeza) Q = (-3, 4 -1) es: PQ = (-6, 3, 1) = -6i + 3j + k. 


La afirmación es verdadera. Los vértices del triángulo son los puntos A:(1, O, 0), 


B:(0, 1, 0) y C:(0, O, 1), entonces, el área del triángulo es | 4Bxac| = 3 
2 


Si AB = (+1, 1,0), AC = (-1, 0, 1) ‚entonces: ABXAC = (1, 1, 1) y 4Bx4C| = 43. 


La afirmación es falsa. Si las ecuaciones simétricas de la recta son: 


Fes ytl 2-2 
1 


, entonces un vector direccional de la recta es cualquier 
5 2 


múltiplo escalar del vector (5, 2, 1). 


La afirmación es verdadera. De la ecuación del plano se deduce que el vector 
normal es (1, -1, 3), pero cualquier múltiplo escalar de éste, también es normal al 
plano y  (-2, 2, -6) = -2(1, -1, 3). 


La afirmación es falsa. Para que un conjunto de vectores sea ortogonal, se 
requiere que el producto interno de cualquier par de vectores del conjunto sea 
cero, es decir, todos los vectores del conjunto son ortogonales dos a dos. 


La afirmación es verdadera. Por definición una n-upla es un vector de R”, que 
se expresa como una matriz fila o columna. En particular las matrices columna 
de orden 5x1 son vectores de R°. 


(6.-5.0,-V3)=V36+25+3 =8; 


6 — — 3 
„entonces un vector normado es 2 (+30) 


La afirmación es verdadera. Por definición: | 


8" 878, 8 
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5. ESPACIOS VECTORIALES 


“La teoría es el máximo ejemplo del arte de la abstracción matemática, es el instrumento más poderoso 


para aclarar las estructuras” 


James R. Newman. 


INTRODUCCIÓN 


A través del tiempo, los grandes avances en la matemática y su interrelación con otras 
áreas del conocimiento han sido fundamentados en los “Métodos de Abstracción”. Así, la 
reducción de un problema a sus aspectos esenciales y básicos ha permitido en muchas 
Ocasiones, interconexiones entre eventos aparentemente no relacionados. 


En esta unidad se hará uso precisamente de la “abstracción” para llegar al concepto que 
es objeto de estudio, los Espacios Vectoriales, estructura algebraica que se define a partir 
de estructuras más sencillas como el Grupo Conmutativo y el Campo. 


Los espacios vectoriales tienen su origen en tópicos de la geometría o la física y deben su 
importancia a que el conjunto de soluciones de muchos problemas específicos resultan 
ser “espacios vectoriales”, como en el caso de los Sistemas de Ecuaciones Lineales con 
infinitas soluciones. 


En los temas desarrollados hasta ahora, es posible que cada una de las unidades 1 y 4 hayan 
sido asimiladas simplemente como “dos unidades modulares” del curso. En esas unidades 
se definieron y operaron dos tipos de elementos llamados respectivamente Matrices y 
Vectores tanto en el plano (R°?) como en el espacio (R*) haciendo la generalización a R”. 
En esta unidad se podrá comprobar que estos conjuntos con las operaciones de suma y 
multiplicación escalar en ellos definidos poseen estructura de espacio vectorial. 
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OBJETIVO GENERAL 


Estudiar las características y aplicaciones de la estructura algebraica llamada espacio 
vectorial, haciendo abstracción de las operaciones definidas entre las matrices y los 


vectores, así como de sus correspondientes propiedades. 


OBJETIVOS ESPECÍFICOS 


e Identificar 


vectorial. 
e Identificar subespacios de un espacio vectorial conocido. 
e Determinar la dependencia o independencia lineal de un conjunto de vectores. 
e identificar bases y determinar la dimensión de un espacio vectorial. 
e Determinar el rango y la nulidad de una matriz. 
e Expresar cambios de base dentro de un espacio vectorial en forma matricial. 
CONTENIDO 
5.1. Estructuras Algebraicas 
5.1.1. Grupo conmutativo 
5.1.2. Campo 
5.1.3. Espacio vectorial 
5.1.4. Subespacios 
5.2. Bases y Dimensión 
5.2.1. Conjunto generador de un espacio vectorial 
5.2.2. Dependencia e independencia lineal entre vectores 
5.2.3. Base y dimensión de un espacio vectorial 
5.3. Aplicaciones 
5.3.1. Rango y nulidad de una matriz 
5.3.2. Matriz asociada al cambio de base en un espacio vectorial 
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las estructuras algebraicas de: grupo conmutativo, campo y espacio 


5.1. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 


El álgebra es la parte de la matemática que estudia las estructuras algebraicas, y a través 
de ella se ha llegado a la concatenación de distintas ramas de la matemática (geometría, 
topología, teoría de números, análisis) e incluso de la matemática aplicada. 


Definición: Se llama ESTRUCTURA ALGEBRAICA a un conjunto no vacío en el cual se 


define una o más operaciones que satisfacen ciertas propiedades ó axiomas 


Ejemplos: 

1. El conjunto de los números enteros (Z) con la suma. 

2. El conjunto de los números fraccionarios sin el cero (Q,) con la multiplicación. 
3. El conjunto de los números reales Rcon la suma y la multiplicación. 


4. El conjunto de las matrices de orden 2x3 (M, .) con la suma definida entre matrices y la 
multiplicación por un escalar. 


5. El conjunto de vectores en el plano R? con el producto punto (escalar o interno). 


5.1.1. Grupo conmutativo 


Definición: Se llama GRUPO CONMUTATIVO o ABELIANO a un conjunto no vacío G, en el 
cual se define una operación * que cumple las siguientes propiedades en G: 


Clausurativa: Va, beG, a *beG. 


Asociativa:  (a*b)*c=a*(b*c)==ax*bx*c. 


Modulativa:  3JeeG tal que VaeG, are=a=e*a. 
e se llana MODULO para * enG. 


Invertiva: VaeG, Ja eG tal que arat=e=a x*a. 
a se llama INVERSO de a para la operación =». 


Conmutativa: a*b=bxa. 


Notación: Se escribe (G,*) y se lee “el grupo conmutativo G,* 
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Ejemplos: 


1. El conjunto de los números enteros con la suma (Z, +) es un grupo conmutativo dado que: 
la suma de dos enteros es un entero; la suma es una operación conmutativa y asociativa. 
Además el cero es módulo de la suma ya que cualquier número sumado con cero es el 
mismo número, y todo entero tiene un inverso aditivo. 


2. El conjunto de las matrices de orden 2x3 con la suma de matrices (M, .,+) es un grupo 
conmutativo porque esa operación es: 


Clausurativa: Si 4,Be M,,, >(4+B)e M,, . 

Asociativa: (A+4B)+C=A+(B+C)= A+B+C. 

Conmutativa: A+B =B + A. 

Modulativa: A4+0=0+4=A4A O es la matriz nula de orden 2x3. 
Invertiva: A+(-4)=44)+4=0 -A es la matriz opuesta de A. 


3. El conjunto de los números reales sin el cero, con la multiplicación (R,,e) es un grupo 
conmutativo porque la multiplicación es: 


Clausurativa: Va,beR,, (a-b)eR, 

Asociativa:  a:(b:c)=(a:b):c=a:b:c, 

Conmutativa: a:b=b-a 

Modulativa: l-a=a=a-l1,Vac R, 1 es el módulo de la multiplicación. 


, 1 1 ds 
Invertiva: a:|— |=1=|— fja, Va+0 -=g”es inverso multiplicativo de a. 
a 


4. El conjunto de los números naturales con la suma (N,+) no es un grupo porque no existen 
inversos aditivos. Así por ejemplo no hay un número natural que sumado con 3 de cero. 


Ejercicios propuestos: 
1. Compruebe que (K,+) es un grupo conmutativo. 
2. (R,e) no es un grupo. Explique por qué. 


3. Decida si el conjunto de vectores en R? con el producto punto es o no un 
grupo. 
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5.1.2. Campo 


Definición: Se llama CAMPO o CUERPO a un conjunto no vacío C en el cual se definen dos 
operaciones * y A para las cuales se cumplen las siguientes propiedades en C: 


- (C,*) es un grupo conmutativo con MÓDULO eeC. 

- (C,,A) es un grupo conmutativo con MÓDULO meC.. 

- La operación A es distributiva respecto a la operación * , es decir, 
am(b*c)=(aAb)*(anAc) . 


C, es el conjunto C sin el elemento e. 


Notación: Se escribe (C, *,A) y se lee “El campo (C, *,A) ”. 


Ejemplos: 
1. (R,+, :) es un campo porque el conjunto de los números reales con las operaciones 
corrientes de suma y multiplicación cumple los requisitos, es decir: 

- (KR,+) es un grupo conmutativo. 


- (R) es un grupo conmutativo. 
- a (b+c)=a:b+a:c a,b,ce R. 


2. El conjunto de vectores en R? con la suma y el producto escalar no es un campo porque 
el producto escalar entre 2 vectores no es un vector, sino un escalar, es decir el producto 
escalar no es una operación clausurativa. 


Ejercicios propuestos: 


1. Compruebe que (0,+, :} es un campo. 


2. Enumere las causas por las que (Z,+, :) no es un campo. 
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5.1.3. Espacio vectorial 
Definición: Se dice que un conjunto no vacío V es un ESPACIO VECTORIAL sobre el 
campo de los números reales si se tienen las siguientes condiciones: 


(1) Se define en Vuna operación O llamada Suma Vectorial para la cual 
(VO) es grupo conmutativo. 


(2) Se define una operación Y llamada Multiplicación Escalar entre los 


elementos del campo «9R y del grupo conmutativo V, que cumple las 
siguientes propiedades: 


(r SO v)eV, VreR y VWveV 
19v=vw,VveVY y 1eR 

(rs, VVv=r0(sOQV), nseR y vey 
(r+s)89v=(r80VW)O0(SOV), nseR , vey 
r Q (u ® v)= (r GU)O (r O v), reR, u, VEV 


Notación: 

Se escribe (V, 0,9) y se lee “V es un Espacio Vectorial”. 

Los elementos de V se llaman VECTORES y se denotan con letras en negrilla. 

Los elementos de KR se llaman ESCALARES y se representan con letras minúsculas. 


Convención en la notación: 

Para evitar posteriores confusiones en la notación de las operaciones O y &® del 
espacio vectorial, en el adelante se usará “+” para la ADICIÓN VECTORIAL y para 
la MULTIPLICACIÓN ESCALAR se omite el punto, pero haciendo énfasis en que son 
operaciones diferentes de la suma y la multiplicación en los números reales. Así: r v se 


refiere a la multiplicación escalar pero r-s se refiere a la multiplicación de reales. 


Ejemplos: 


1. El conjunto de matrices de orden mxn con la suma y la multiplicación escalar definidas 
en la unidad de Matrices, tiene estructura de espacio vectorial sobre los números reales. 


2. El conjunto de los vectores en el plano con la suma y la multiplicación escalar definidas 


en la unidad 4 es un espacio vectorial. 


3. El conjunto de polinomios con variable x de grado menor o igual a 2 (que notaremos P,) 
con la suma y la multiplicación escalar definida término a 
término, tiene estructura de espacio vectorial. 
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Justificación: (P, +) es un grupo conmutativo porque la suma de polinomios es: 


- Clausurativa: Si p(x)=ax?*+bx+c y q(x)= dx? +ex+ f , entonces: 
pQ)+q(x)= (a+ d)x* +(b+e)x+(c+ f) es un polinomio en P,. 


- Asociativa: [pæ + q(x) |+ r(x)= p(x)+ W + r(x)] . 
- Conmutativa: P(x)+q(x) =q(x)+ p(x), 
- El polinomio  (0=0x?+0x+0 es módulo porque p(x)+0= p(x), 


- Para todo polinomio p(x)=ax* +bx+cun polinomio inverso 
[- pæ) J= Ca)? +(Eb)x+(<) > Porque: p(x)+[ po) ]=0 


- Se define la multiplicación entre un polinomio y un real como: 
r p(x)=(r.a)x? +(r.b)x+(r.c) que es un polinomio de grado <2. 


La verificación de las otras propiedades (las de la multiplicación escalar) se deja como 
ejercicio al estudiante. 

4.Elconjunto de vectores en R*cuya primera coordenada es 1, con la suma y la multiplicación 
escalar definida entre vectores, no es un espacio vectorial. 

Justificación: Llamaremos: T =4x, y,2)e R*/x=1] 

Si U,veT, u=(l,y,,z) y V= (Lyo,22) => u+v=Q)y+),,2+2,)€7 

Como no se cumple la propiedad clausurativa de la suma, T no es un espacio vectorial. 


5. El conjunto H =40,1] con la suma y la multiplicación corrientes en los números reales no 
es un espacio vectorial. 


Justificación: La suma en H no es clausurativa porque: 


O0+0=0, O0+1=1 pero 1+1=2 y 2H. 


Teorema: Si (V+, :) es un espacio vectorial sobre R entonces: 
(1) Ov=0, para todo vector ve V 


(2) CV=0 => .0=D Ó V=0 
(3) E) v=-v 
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Este teorema garantiza que en cualquier espacio vectorial siempre podemos encontrar el 
módulo de la suma vectorial, multiplicando escalarmente cualquier vector del espacio por 
el escalar 0. En forma análoga siempre se puede obtener el vector opuesto de cualquier 
vector, multiplicando escalarmente el vector por -1. 


Ejercicios propuestos: 


En cada caso decida si el conjunto dado es o no un espacio vectorial, indicando para 
cada uno las propiedades que no se cumplen: 


1. El conjunto de los polinomios de grado 2 (P?) con la suma y la multiplicación 
escalar corrientes. 


X 
2. El conjunto H = (C M,a /x <S al con la suma y la multiplicación escalar 


definida en el conjunto de las matrices. 


3. El conjunto de soluciones de un sistema lineal homogéneo de 3 ecuaciones con 
5 incógnitas, con la suma y la multiplicación escalar entre vectores. 


4. El conjunto de las matrices diagonales de orden 3 con la suma y la 
multiplicación escalar entre matrices. 


5.1.4. Subespacios 


Definición: Dado un subconjunto W de un espacio vectorial (V+, -) sobre los números 


reales, se dice que W es un SUBESPACIO de Y si (W+, -) es un espacio vectorial sobre los 
reales. 


Ejemplos: 
1.La Recta Vectorial D, es un subespacio del Plano Vectorial %R?. 


2. El Plano Vectorial R? es un subespacio del espacio tridimensional R?. 
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Justificación: 


R2 


Fig. 5.1 Fig. 5.2 


Como se observa en la figura 5.1 la recta D, es un subconjunto del plano R? y conserva 
las propiedades de la suma y la multiplicación escalar definidas en el plano. 


La figura 5.2 permite observar que D, es subespacio de R? y a su vez R? es subespacio 
de R3. 


3. El conjunto de las matrices diagonales de orden n es un subespacio del espacio vectorial 
de las matrices de orden n. 


Justificación: La suma de matrices diagonales es una matriz diagonal, y cualquier matriz 
diagonal multiplicada por cualquier escalar sigue siendo una matriz diagonal. (Verificar las 
dos afirmaciones con un ejemplo). 


Teorema: Dado un espacio vectorial (V+, -) sobre los reales, un subconjunto 
W de Ves un subespacio de Y si y solo si: 


(1) para todo w, w, eW se tiene Ww, + w, = W, EW. 
(2) para todo reR y WeW  setiene rw = v eW. 


El anterior teorema se resume diciendo que las dos operaciones definidas en V y heredadas 
por W, son clausurativas o cerradas en W. 


Demostración: 
Estas dos condiciones son suficientes puesto que: 


- Si W es subespacio de V se cumplen las condiciones (1) y (2) por definición. 
- Recíprocamente, si se cumple la condición (2): Ow = o entonces el módulo 
oeW, y (-1)w = -w entonces todo elemento de W tiene inverso. 


Además la suma siempre es asociativa y conmutativa. 
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Luego W es un espacio vectorial y por consiguiente un subespacio de Y. 


Ejemplos: 
1. El subconjunto W del espacio vectorial R3 definido por: 
W= dx, y, z,Je R'/x= 2y} es un subespacio de 9°. 
Justificación: 
Basta con verificar que se cumplen las 2 condiciones del teorema anterior. 


(1) (2y Yo Z) + (2V3; Y2,2,) = Qiy + Ya], Y, +V , Z, +2) = w, , w, w; Je W. 
(2) rQy,y,2)=(2[ry], ry , rz) = v, v,, v, Je W. 


es decir, la suma y la multiplicación escalar son operaciones cerradas en W lo cual garantiza 
que W es subespacio de R3. 

2. El subconjunto S de el espacio vectorial P de todos los polinomios con coeficientes 
reales, definido por S =Íp(x)e P/ gr(p(x)) =3) no es un subespacio de P. 

Justificación: 


Si pe S, p(a)=ax +bx*+cx+d con ax0 
Como 0eR, 0p(x)=0x"+0x7+0x+0=0€S, 


Es decir, la multiplicación escalar no es cerrada en S y por el teorema anterior S no es 
subespacio de P . 
Ejercicios propuestos: 
1. Decida cuáles de los siguientes subconjuntos de R? son subespacios de 93: 
a) L=3,12)E R? /xy=0] 
0A=3i728 RIx=y?] 


2. Si M, es el espacio vectorial de las matrices reales de orden 2, determine para cada uno 
de los siguientes subconjuntos si es o no un subespacio de M; 


a b 
ay = | Jest.1a>o y a=o) 
c d 
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əs- p Je. 1a=b=c=d 


Cc) T =44e M, / Aes antisimétrical 


d) U ={4e M, / det(4) =0) 


3. Si W =4p(x)e P/ el término independiente de p(x) es 0}, determine si W es o no un 


subespacio de P. 


4. Si W es el conjunto de vectores en R? cuya primera coordenada es 2, es decir 


W= dx, y,z)e R/x= 2 justifique por qué W no es un subespacio de R3 


5. Decida si el conjunto de las funciones derivables en un intervalo abierto l, son un 


subespacio del conjunto de las funciones derivables para todo número real. 


Autoevaluación 


En cada caso decidir si la afirmación es verdadera (V) ó falsa (F): 
X 


1. 3| y [€ My, /2x-y-12z=1 es un espacio vectorial. 
Z 


X 


2. 3| y |E M,,,/2=1f es un subespacio de M, . 
Z 


3. El conjunto de las matrices diagonales de orden 3 es un subespacio del 
conjunto de matrices de orden 3. 


1 2 —1 
4. w=|2 | se puede expresar en términos de u=|0| y v=| 0 | es decir 
3 4 3 


se pueden encontrar 2 reales r y s tales que: w=ru+sv 


3x+2y-z+w=0 
5. El conjunto de soluciones del sistema lineal homogéneo: —x+y+12w=0 
es un subespacio de los vectores en R4. 


2x+3y-z+13w=0 
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5.2. BASES Y DIMENSIÓN 


En términos generales, una “base” para un espacio vectorial es un conjunto de vectores del 
espacio, a partir de los cuales se puede obtener cualquier otro vector de dicho espacio, 
haciendo uso de las operaciones en él definidas. 


5.2.1. Generador de un espacio vectorial 


Para comprender la definición de generador de un espacio vectorial se debe tener claro 
el concepto de “combinación lineal”. de un conjunto de vectores, el cual se define a 
continuación. 


Definición: Dado un conjunto S = (v,, V, , Va} de vectores en un espacio vectorial 
V, se llama COMBINACIÓN LINEAL (C. L. ) de los vectores de S, a una suma de múltiplos 
escalares de ellos de la forma: 


c Vte NV, +CV, +... tev, donde: c, c,....c, son escalares. 


Si ve V y V= cN tete V+... +c v, se dice que v se ha expresado como C.L. de los 
vectores de S. 


Ejemplos: 
1. Dado el conjunto S = 42,3); (1,4)] cR?: 


a) Escriba una C. L. de los vectores de S. 


Solución: 
3 (2,3) + (1) (1,4) es una combinación lineal y (5,5) es el vector resultante porque: 
3 (2,3) + (+1) (1,4) = (6,9) + (-1,-4) = (5,5) . 


2 
Otras C. L. de vectores de S son: -c4 (2, D+ ,4)=(- sa 2) 
- 12,3+0(,4)=(2,3) 


- 0(2,3)+0(1,4)=(0,0) 
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b) Proponga combinaciones lineales de los vectores de S para los vectores: 
Solución: En cada caso la C. L. es única. 
(1,4) m 4) 
(3,7) = 1 (2,3) + 1 (1,4 
(1, -1) = 1 (2,3) + (+1 
(1,1) = (1) (2,3) + 


c) Es posible encontrar algún vector de R? que no se pueda expresar como 
C. L. de los vectores de S? Justifique por qué sí o por qué no. 


Solución: 
Como (2,3) y (1,4) son vectores no paralelos (ver sección 4.1.2) cualquier vector de R? se 
puede expresar como combinación lineal de ellos. 


d) Proponga un planteamiento general para expresar un vector (x, y) eR? 
como C. L. de los vectores de S. 


Solución: 

Si (x, y) se puede expresar como C.L. de los vectores de S, deben existir escalares C, y 
c, tales que: (x, y) = C,(2, 3) + c,(1, 4). 

Aplicando las propiedades de las operaciones con vectores en K? se tiene: 


x=20,+1C, y y =3C,+4c, sistema de ecuaciones lineales de orden 2, 


el cual debe tener al menos una solución para que se pueda escribir la combinación 
lineal de los vectores de S. 


Ja Ao 2Yf1 2 
Si Ss o oflo oflo o , entonces: 


2 -2 
a) f 0 ) se puede expresar como C.L. de los elementos de S. 


ma [2 a 0), (0 29 (12 
Justificación: e GAS fo A agl 
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2 -2 
b) bi 0 | se puede expresar como C.L. de los elementos de S con constantes diferentes 


a las utilizadas en la parte a). 


a 2. [2 2a DE 2) (1 2), 
Justificación: é uT lot +(-2) 0.0 dE o olé 
K a, t p) f a] l l 
=3 +0 + (-1) 
0 0 0 0 0 0 0 0 


Escriba otra posibilidad. 


1 2 
c) E a] no se puede expresar como C. L. de los elementos de S 


Justificación: Si se aplica la definición de C. L. tenemos: 


1 2 1 0 0 2 k2 
=c + Fe 
5 0 0 0 0 0 0 0 


De la anterior C. L. se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones: 


l-c +0-c, +1:c,=1 
Oc, +20, +26, =2 
0-c,+0-c,+0-c,=5 
0-6, +F0-0, +06, =0 


el cual presenta la inconsistencia O = 5 en la tercera ecuación, lo que significa que el 
sistema no tiene solución, es decir no existen constantes ĉi >“ >“, que permitan expresar 


1.2 
la matriz E I como C.L. de S. 


q Si S= d+ ES PP, podemos expresar los siguientes polinomios como C.L. de los 
elementos de S: a)2+xy+4 D0x-7 
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Justificación: 
a) x? +x+4=1.(1+x)+1:x?+1-3 


b) 2x-7=2-(1+x)+0-x? +(—3)-3 


Ejercicio propuesto: 


Encuentre combinaciones lineales de los elementos de S para los siguientes polinomios: 


a) -3x +2 . b) za , c) 2x? —3x. 


Definición: Un subconjunto G = (v,, V,» .. ., V} de un espacio vectorial V se llama 
GENERADOR DEL ESPACIO VECTORIAL V, si para todo ve V, existen escalares ĉi» C2» Cx 


tales que V =c tCN,t. .. +CV, 


Esto significa que un conjunto es generador de un espacio vectorial, si cualquier vector 
del espacio se puede expresar como combinación lineal de los elementos del conjunto 
generador. 


Notación: Se escribe G= gen (V) , y se lee: “G es el conjunto generador del espacio 
vectorial V”. 


Ejemplos: 


1. G=(2,3), (1,4)? es un generador de R?. G= gen (RÔ. 


Justificación: 
Cualquier vector de R? es de la forma (a, b ) y aplicando la definición de generador, se 
tiene (a,b)=c,(2,3)+c,(1,4). 


Utilizando las definiciones de suma, multiplicación escalar e igualdad entre vectores, se 
tiene el siguiente sistema de ecuaciones: 


2e tke =a 


, cuyo determinante es 
3-c,+4:c,=b 


i 
=540. 
4 
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Por tanto, el sistema tiene solución única, es decir, siempre podemos encontrar constantes 
c, y c, para la C.L., independientemente de los valores para las constantes a y b. 


Lo anterior implica que todo vector de R? se puede expresar como C.L. de los vectores de 
G, en consecuencia G es generador de %R?. 


Sr NO YN a ONO 
. 1 = o oľlo oflo o no es un generador de M,. 


Justificación: a b 
Cualquier vector de M, es de la forma : a) y si Tes generador, deben existir escalares 


C, C, C, tales que para toda matriz de orden 2 se tiene: 
a=c +C, 


a b 1 0 0 2 1 2 b=2-c,+2-c, 
=g +G, +c, , de lo que se deduce: i 
c d 0 0 0 0 0 0 c=0 


d=0 


Como se puede observar, para que este sistema tenga solución es necesario que c = d = 
O, por tanto, la definición no se cumple para cualquier matriz cuadrada de orden 2, sino 


; a b 
sólo para matrices de la forma { o 


dis fi+x,x? 3d p, es un generador de P,. 


Justificación: 
Cualquier polinomio de grado < 2 es de la forma gx? + bx+c y se puede expresar como: 


ax +bx+c=c,(1+x)+c,1?+0,3=0,x* +c,x+(c, +3c,) de lo que se deduce 


1 1 
c=ġ +33 > 30, =6=0, > G = V=) = 0, =,(-b) 


Por lo tanto, para cualquier a, b y c existen las constantes c,, c,, c, que permiten expresar el 
polinomio qx? + bx + como C.L. de los elementos de S. 
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Veamos algunos casos particulares: 


Cc, =-3 
a) Para 2x?-3x+4, a=2 b=-3, c=4> c,=2 
c,=7/3 


Entonces: —2x*-3x+4=-3(l+x)+2x? +33 


c,=5 
b) Para 5x+1, a=0, b=5, c=1 > 6=0 
c, =-4/3 


Entonces: 5x+1= A E 


c) Encuentre las C.L. que corresponden a los siguientes polinomios: 
1) 3x? -3 2) l+x+x? 3) 4x-3x? 


Nota: De los ejemplos anteriores se deduce que si el sistema de ecuaciones que se forma 
tiene solución, el conjunto es un generador del espacio vectorial correspondiente. 


5.2.2. Dependencia e independencia lineal 


Estos conceptos que fueron definidos e interpretados para R? y R? en la sección 4.1.2., 
en esta sección serán generalizados para cualquier espacio vectorial. 


Definición: Dado un subconjunto S= [v,, Vp, V,. .., V,} de un espacio vectorial V, se dice 
que Ses LINEALMENTE DEPENDIENTE (L.D.) si alguno de los vectores de S se puede 
expresar como combinación lineal de los restantes, es decir, si existen escalares c, c,....c 
tales que: l 


cV tew, +... tcv, =0. con algún €; +0 
n n 


En caso contrario se dice que el conjunto S es LINEALMENTE INDEPENDIENTE (L.1.), es 
decir, una combinación lineal de los de los vectores de S que sea igual al vector nulo solo 
es posible con todos los escalares iguales a cero: 
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Ejemplos: 


1. Decidir si S =42,3);(1,4)}c R? es L. I. ó L. D. 


Solución; 
En cualquiera de los 2 casos L.I. ó L.D. se debe hacer una C.L. de los vectores de S 
que sea igual al vector nulo. 

26 +e, =0 


Entonces ç (2,3)+c, (1,4) = (0.0) de la cual se deduce 
3-0,+4-c,=0 


El sistema tiene solución única, porque al calcular 


1 E 
¿50 y por ser un sistema 


homogéneo, esta solución es la trivial, es decir: c, =c, =0. Podemos concluir por lo tanto, 
que el conjunto S es un conjunto L. l. 


es . Ll. 


Solución: 
Se parte de la C.L. de los elementos de T igualada a la matriz nula de orden 2 (el módulo 
de la suma en M). 


1 0 0 2 1 2 0 0 c +c,=0 c =C 
ĉi Fe TG = > > 
0 0 0 0 0 0 0 0 2-0,+2:c,=0 C, =-—C, 


Como se forma un sistema lineal homogéneo con menos ecuaciones que variables, el 
sistema tiene infinitas soluciones. Es decir, se pueden encontrar escalares ĉi >“, no 
necesariamente todos ¡iguales a cero, para los cuales la matriz nula es C.L. de los elementos 
de T. 


0 0 
Por ejemplo, sic,=0 > &=-l1=c,, el resultado de la C.L. es: 

, . 0 0 
Se concluye entonces que el conjunto T es un conjunto L.D. 
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3. Compruebe que R= Le: +1:3 EP, es un conjunto L.I. 


Justificación: 
Aplicando la definición tenemos: cx’ +c, (x+1)+c,=0-12+0-x+0. 


c,=0 
Igualando coeficientes se forma el sistema de ecuaciones c, =0 
c te =0> c =0 


del cual se deduce: e, =c, =c, =0. 
Se concluye de lo anterior que R es un conjunto L.l. 


Nota: Como puede observarse en los ejemplos anteriores, al tratar de determinar la 
dependencia o independencia lineal de un conjunto de vectores, se forma un sistema de 
ecuaciones lineales que siempre tiene solución por ser un sistema homogéneo. 


Si la solución es única, todas las constantes son cero y el conjunto es linealmente 
independiente. 


Si el sistema tiene infinitas soluciones, no necesariamente todas las constantes son cero y 
el conjunto es linealmente dependiente. 


Estas conclusiones se resumen en los siguientes teoremas: 


Teorema: Si un conjunto (v,, V,,. . . , V,) de vectores columna de R” es linealmente 
independiente, las siguientes afirmaciones son equivalentes: 


(1) El determinante de la matriz [ v, v,. .. v,] es diferente de cero. 
(2) La matriz [ v, v,...v_] es invertible. 
(3) La matriz [ v, v,. . . v, ] es equivalente por filas a la matriz idéntica |. , 


Este teorema, constituye un criterio para decidir si un conjunto de vectores es linealmente 
independiente. Dado que al aplicar la definición de independencia lineal se obtiene un 
sistema de ecuaciones cuya solución debe ser única, el teorema recoge las condiciones 
para que esto suceda. 
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Teorema: Si un conjunto (v,, V,,. . . , V ) de vectores columna en R” es linealmente 
dependiente las siguientes afirmaciones son equivalentes. 


(1) det ([ v, v,... v ])=0. 
(2) [v, v,... v ] es una matriz singular (no invertible). 
(3) [ v, v... v ] no es equivalente por filas a |. 


En este teorema se resumen los criterios para que un sistema de ecuaciones lineales tenga 
infinitas soluciones, que es lo que debe suceder con el sistema de ecuaciones que se 
forma al aplicar la definición de dependencia lineal a un conjunto de vectores. 


Teorema: En 9R” un conjunto de vectores linealmente independientes contiene a lo más n 


vectores. 


Como cada vector de 9R” tiene n componentes, con mas de n vectores se formaría una 
matriz con menos filas que columnas y en consecuencia sería imposible tener una matriz 
equivalente a la matriz idéntica (condición para que un conjunto de vectores sea L.l.). 
Ejemplos: 


1. Decidir si T = K2 ,—1);(3,—4)} es un conjunto L.I. ó L.D. 


Solución: 


Como 


2 3 
ES ¡590 el conjunto T es L.I. 


Note que cada vector del conjunto se toma como columna del determinante. 


4 O0N(4 
2. Determinar si: S=43| 1 [| -3 h| -2 If es L.I. ó L.D. 
2 || -1 1 
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Solución: 


4 0 4 
Como |l -3 -2|=-12-4+24-8=0 ¡entonces el conjunto S es L.D. 
2 -1 1 


3. Determinar si R=42x"+1;3x-2,4) es un conjunto L.I. ó L.D. 


Solución: 
En este caso primero se expresa cada polinomio como un vector columna, así ax’ +bx+c 


a 


queda representado por el vector | b 
C 


2 0 0 
Para los elementos del conjunto R estos vectores son:|0 | | 3 | y 0 respectivamente. 
1) |-2 4 
2 0 0 
Como |0 3 0|=24#+0 se concluye que el conjunto Res L.l. 
1 -2 4 


4. Decidir si el conjunto H = {1,3,0} 1,0,1) 2,0,2); 0,3,1)} es L.I. o L.D. 
Solución: 


Como H es un subconjunto de R? con 4 vectores, se concluye que el conjunto no puede 
ser L. |. es decir H es un conjunto L.D. 


Ejercicio propuesto: 


Haciendo un proceso análogo al del ejemplo 3 decidir si el conjunto 


EE Jee 
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5.2.3. Bases y dimensión de un espacio vectorial 


Una “base” de un espacio vectorial es un conjunto de vectores a partir de los cuales se 
obtienen en forma única todos los elementos del espacio. Además determina la “dimensión” 
del espacio vectorial, que geométricamente indica las direcciones de desplazamiento 
dentro de él. 


Definición: Un conjunto (v,, v,,. .., w ) de vectores en un espacio vectorial Y se llama 
BASE de Y, si es un conjunto linealmente independiente y generador de V. 


Definición: Se llama DIMENSIÓN de un espacio vectorial Val número de vectores que hay 
en cualquiera de sus bases. Se denota dim (V). 


Ejemplos: 


1. El conjunto B = (2,3); (1,4)] es una base de R?, 


Justificación: 

En el ejemplo 1 de las secciones 5.2.1. y 5.2.2. se comprobó respectivamente, que el 
conjunto B es un generador de R? y que también es L.I. por lo que se puede concluir 
que este conjunto es una base de %R?. 


Como B tiene 2 vectores, entonces dim(R?) = 2. 


2. El conjunto B=4(3,1,-2); (1,0,5); (=6,-2,4)) no es una base de R°. 


Justificación: 


3 1 =6 
Como |1 0 -2=0 elconjunto B noes L. |. 
-2 5 4 


por tanto no puede ser una base para R°. 
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l Po 1 0/3 1ı\/1 0 
3. El conjunto + = 2 oflo oflo o no es una base para M, 


Justificación: 
Aunque este conjunto es L.I. (compruébelo) no es generador. Veamos por qué: 


a b 


Si T es generador de M, cualquier matriz Ñ A , se puede expresar en la forma 


e, +de, te =a 


La última ecuación d = 0 significa que esta C.L. sólo es posible para matrices de la forma 
a b 
ol por lo tanto, T no es un generador de M, y en consecuencia no es una base de 
A 2 


este espacio vectorial. 


4. Encuentre valores de la constante A para que el conjunto 
41,0, 0330.,1,0)302,2,1)] sea una base de 9°. 


Solución: 
Como el conjunto debe ser L.I. encontraremos los valores de A para que el determinante 
correspondiente sea diferente de cero: 


LA X 
Pero [O 1 A = 1 independientemente del valor que tome à lo cual implica que el 
0 0 1 


conjunto es L.I. Además es generador, porque cualquier sistema de ecuaciones que le 
corresponda tiene solución única. 


Nota: Como à puede tomar diferentes valores y el conjunto no deja de ser generador, para 
cada valor de à se tiene un conjunto diferente lo que significa que “la base de un espacio 
vectorial no es única”. 
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Interpretación geométrica: 


Cı 


Ý 


Fig. 5.3 Fig. 5.4 
La figura 5.3 nos muestra que el mismo vector z eR? es C.L. de bases diferentes: (u,, u,) 
(roja) y fv,, v,) (verde), es decir: 
z= tu,+ 1u, y z= 1v, + 1v, los mismos escalares pero con vectores diferentes. 
La figura 5.4 nos muestra el vector z eR? como C.L. de tres bases diferentes: roja, verde y 


azul, pero esta vez con escalares diferentes c, y C, para cada base: zZz =C,V,+ CV, 


Los teoremas que a continuación se enuncian, hacen referencia a las características de 
cualquier base de un espacio vectorial. 


Teorema: Si B, =Ív1,v,,...,v)yB,=Ju,,u,,...,u,) son bases de un mismo espacio 
vectorial V entonces n = m. 


Es decir, cualquier par de bases de un mismo espacio vectorial tienen la misma cantidad 
de elementos. 


Teorema: Si B = {v1 , v,,..., v} es un subconjunto L.I. de un espacio vectorial V de 


dimensión n, entonces B es base de V. 


Esto quiere decir que cualquier conjunto de n vectores L.I. generan un espacio vectorial 
de dimensión n. 
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Teorema: Dada una base B de un espacio vectorial V , todo vector de V puede ser 
expresado en forma única como C.L. de los vectores de B. 


Si B es una base debe ser un conjunto generador y linealmente independiente. Por 
ser generador, todo vector es combinación lineal de sus elementos. Por ser linealmente 
independiente, las constantes de la C.L. son únicas. 


Para todo espacio vectorial existe una base muy particular llamada “base ortonormada” 
también conocida como base NATURAL o CANONICA. 


Definición: Se llama BASE ORTONORMADA de un espacio vectorial Y de dimensión n, a 
una base [e,,e,,...,e,j con las siguientes características: 


(1) Todos los vectores de la base son unitarios [| e, | =1, vi. 
(2) Todo par de vectores diferentes son ortogonales e, e e, =0,Vi,j si i#j. 


Ejemplos: 
1. La base canónica para KR? es [(1,0) ; (0,1)), porque: 


[Co,D]=1=| (1,0) y (0, 1)(1, 0) = 0. 


2. La base canónica para R3 es [(1, 0, 0); (0, 1, 0); (0, O, 1)) por la misma razón que en 
R?: los 3 vectores son unitarios y el producto escalar entre dos de ellos es 
cero. 


P 1 0\/O 1\/0 0\/0 Y 
3. La base canónica para M, es f > > y 
0 0Jj[0 OJ[1 OJO 1 


en forma de vectores columna en R* es 


La norma y el producto punto para cualquier par de vectores corresponden a la 
generalización de vectores en R” 


4. La base canónica para P, (polinomios de grado < 2) es 41,x,x?] y en forma de 
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1 0 f0 
vectores en R?es 3|0 || 1 [3/0 [+ análogamente al ejemplo anterior. 


0J[0)(1 
14 (0 0 
op |1 0 
5. La base canónica del espacio vectorial R” es: ; Ro 
0J {0 1 


6. Algunos vectores de diferentes espacios vectoriales en términos de la base 
canónica correspondiente: 


a) (3, 1,-2) ER? => (3, 1, -2)=3 (1, 0, 0) + 1 (0, 1, 0) + (-2) (0, O, 1). 


403 4-2) (10 o 1) (0 0Y (00 
O OA O a 


c) (4x?-5x+3)eP, => 4x? —-5x+3=4x° +(-5)x+3-1. 


Ejercicios resueltos: 


l l i x +2x, —3x, +x, =0 
1. Dado el sistema lineal homogéneo hallar: 
x — x, +x, +2x,=0 


a) el conjunto solución del sistema y comprobar que es un subespacio de Rt 
b) una base para este subespacio y decir cual es su dimensión. 


Solución: 


a) Se toma la matriz de coeficientes del sistema para llevarla a la forma reducida 
por filas 


1 2 -3 1 1 2 -3 1 12 -3 1 1 0 -1/3 5/3 
> > > 

1 -1 1 2 0 -3 4 1 0 1 -4/3 -1/3 0 1 -4/3 -1/3 

se escribe el sistema homogéneo asociado a la matriz: 
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xX Ln x,=0 ye ee 
3 z 3 3 
E X, = a 

3 3 3 


Haciendo %,=" y %4=8S se deduce la solución general 


x, 1/3 -5/3 

AS |= ae +s ÁS donde R 
x, 3 3 1 0 j r,seR. 
Xy r 0 1 


; bs X, s ; , 
Como se puede observar, cualquier solución del sistema de ecuaciones se obtiene 


X3 
X4 
1/3 -5/3 
4/3 1/3 
de una C.L. de los vectores v,= IY v,= A , por lo que 
0 1 


{v v,) es el conjunto generador de todas las soluciones del sistema de ecuaciones. En 
consecuencia, el conjunto de soluciones es un subespacio de R4. 


b) Como (v,, v,) es el conjunto generador del conjunto solución y además los 


dos vectores son L. |. porque cv, + c,v,=0 solo si c, =c,= 0. 


1/3 -5/3Y (0 5 
=C,-75C,=0 E 
4/3 1/3 0 2-3 c =0 
ala tel o lo 4.1 =>. c=0 
0 +70,=0 á 
0 1 0 3" 3 
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Entonces, el conjunto (v,, v,) es una base del espacio solución del sistema de ecuaciones 
y por tanto su dimensión es 2. 


2. Exprese el vector v = (1, 7, -4) como combinación lineal de los vectores: 
v, = (1, -3, 2) y v, = (2, -1, 1). 


Solución: 
c, +20, =1 
cNi tce, =V > c/(1,3,2)+c,Q,-_LD)=(1,7,4) > -3c, -2c, =7 
2c, +c, =—4 
Utilizando el método de reducción de Gauss-Jordan: 
1.211 1211 1 2/1 10 -3 B 
c,=-3 


-3 -1| 7 ||] 0: 510 |>|0 12/35 012 | > 
2 1|4 0-3 -6 0 1/2 0 0| 0 


Por tanto: (1, 7, -4) = -3 (1, -3, 2) + 2 (2, -1, 1) esla C.L. pedida. 


3. Dado U = h +3x-4,x? -21+3 Je P, determinar si los siguientes polinomios 
pertenecen o no al subespacio generado por U 


a) 3x2 +8x-=5 b) 4x? -6x+1 


Solución: 
Si los polinomios están en el espacio generado por U, deben poderse expresar como C. L. 


de los elementos de U. 
2c +e, =3 


a) (2 +3x-4)+0 (7 -2x-3)=30 +85 => 30-20,=8 
—4c, -3c, =-5 


Aplicando reducción de Gauss-Jordan se tiene: 
2 113 1 =315 1 <3|15 1 0| 2 


3 -2| 8 |>| 3 =2|8 |=3|0: + [=7 [3/0 1-11 > 
-4 -31-5 =4 -3 -5 0 -15| 15 0 0| 0 
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Luego 3x*+8x-5=2(2x? +3x-—4)-1(x? -2x-3) es C. L. de los elementos de U 


2c,+c, =4 
b) 0(2x7+3x-4)+c,(x?-2x-3)=4x*-6x+1 => 3c,-2c,=-6 

-4c -3c, =1 
2 1|4 1 —-3|-10 1 -3|-10 1 0| 2/7 c,=2/7 
3 -2|-6|>| 3 -2|-6 [ojo 7|24 [>| 0 1|24/7 | => c,=24/7 
-4-3 1 -4-3| 1 0 15|-39 0 0187/7 0=87/7 


La última igualdad 0 = 87/7 nos indica que el sistema es inconsistente entonces no existen 
c, c, que permitan expresar el polinomio como C.L. de U, es decir el polinomio no está en 
el espacio generado por U, 


4. Hallar las condiciones sobre a , b y c tales que (a, b, c) eR*sea generado por 
v, =(2,1,0), vw, = (1, -1,2), v, =(0, 3, -4). 


Solución: 
Se expresa (a, b,c) como C.L. de v,,V, y V} 


2c +c, =a 
(a, b, c) = c (2,1,0)+c, (1,-1,2)+c,(0,3,4) => c€,-c,+3c,=b 


2c, -4c,=cC 


Se resuelve el sistema utilizando el método de eliminación de Gauss. 


21 Ola 1-1 3 |b 1-1 3 a J= a 

1-1 3 |b |—>|2 1 0 |a |—>|0 3 -6|a-2b |—|0 1 -2| a-2b-c 

0 2 -4c 0 2 -4c 02-4 c 02-4 Ë 
l=1=3 a 


—>|0 1 -2 | a-2b-c 
00 0 |3c-2a+4b 


Para que el sistema no presente inconsistencia es decir para que tenga solución, se debe 
tener la condición: 3c — 2a + 4b = 0. 
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Ejercicios propuestos: 


1. Decida si cada uno de los siguientes conjuntos constituye o no una base para 
el espacio vectorial R4: 


) (01,2, 1,-2);(0, -2,-2,0);(0,2,3,1);(3,0,-3, 6 )) 
{ 


a 
b) {( 1,4, -2,1);(3, 11,-4,4);(-1,-3,4,2);(2,9,-3,4) 


2. Encuentre una base para el espacio vectorial de las matrices reales de orden 
3x2. ¿Cuál es la dimensión de este espacio? 


3. ¿Cuál es la dimensión del espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 
n ?. Justifique su respuesta. 


4. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos son bases para P, (polinomios de grado 2)? 
a) { -x?°+x+2 ; 2x°+x+3 ; 4x1) 


b) {x2?+2x-1 , 2x?+3x-2 } 
C) {x?+1 ; 3x?+2x ; 3x?+2x+1 ; 6x?+6x+3 ) 


5. Si P, es el conjunto de todos los polinomios en x de grado menor o igual a n, 
decida ¿Cuál es la dimensión de P, ? ¿De P, ? . Justifique sus respuestas. 
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5.3. APLICACIONES 


En las secciones anteriores se introdujo el concepto de base de un espacio vectorial 
a partir de las definiciones de independencia lineal y conjunto generador. La aplicación 
de estos conceptos conlleva siempre la solución de un sistema de ecuaciones lineales, 
generalmente mediante métodos matriciales. 


En esta sección nos detendremos en dos casos particulares de manejo matricial: 

- Una matriz A de orden mxn asociada a un sistema de ecuaciones lineales del mismo 
orden, cuya forma reducida por filas permite encontrar una base del espacio solución de 
dicho sistema. 

- Una matriz que nos permite en forma práctica cambiar la base de un espacio vectorial, 
teniendo en cuenta que la base de un espacio vectorial no es única. 

5.3.1. Rango y nulidad de una matriz 

Definición: Se llama ESPACIO NULO o KERNEL de una matriz A de orden mxn, al conjunto 


de vectores xe*R” tales que A x = 0. Se denota Ker (A). 


Ker (A) = (xeR'/ A x = 0) 


Se llama NULIDAD de A a la dimensión del kernel. Se denota v (A). 


v (A) = dim( Ker A) 


El kernel de una matriz A, es el conjunto solución de un sistema lineal homogéneo de 
m ecuaciones con n incógnitas, cuya matriz de coeficientes es A. Este conjunto es un 
espacio vectorial y su dimensión es la nulidad de A. 


Ejemplos: 


x +3x,-x,=0 
1. El sistema lineal homogéneo > í E =ý se puede expresar en forma de ecuación 
matricial como: X FX, +3% = 


X X; 
RA = E donde: A= ci X=|x 
21 31* Flo) > de a a 

X; de 
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1 0 2 
La forma reducida de A es f 1 a y el sistema homogéneo asociado es: 


x +2x,=0 x =-2x; 
=> 
x,-x,=0 X, =X, 


De lo anterior se concluye que el conjunto solución del sistema es: 


X —=2xX, =2 
x, |=| x, |=x,)| 1 | donde cada solución se obtiene conx, =r. 
X% X 1 


—2 
Por tanto, todas las soluciones del sistema A x = O se obtienen del vector | 1 
1 


=2 
En consecuencia: Ker (A) = gen4] 1 y la nulidad v (A) = 1. 


1 -3 2 
2. Hallar el kernel y la nulidad de la matriz B=|=2 6 -4| 
3 -9 6 
Solución: l -3 2 
Se lleva la matriz a la forma reducida por filas:|0 0 0]. 
0.0 0 


Se escribe el sistema lineal homogéneo asociado a esta matriz: 


x-3%+2=0 => x=3x-2x 


Se escribe el conjunto solución en forma vectorial: 


X; 3X; — 2X; 3 =2 
x, |= X, =x,|1 [+x,| 0 
X Xx; 0 1 
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Se concluye que: ker(B )=gen3|! || 0 y y(B)= 2. 


Definición: Se llama IMAGEN de una matriz A de orden mxn al conjunto de vectores beR” 
tales que AX =b para algún vector xe%R”. Se denota Im (A) 


Im (A) = (beR”/ Ax =b} 


Se llama RANGO de A a la dimensión de la imagen de A. Se denota p(A). 


p (A)=dim( ImA ) 


La imagen de A se deduce de la forma escalonada o reducida por filas de A, y queda 
determinada por las filas no nulas de esta matriz. El rango es el número de filas no nulas 
en la matriz escalonada. 


Si el rango de A es igual al rango de la matriz aumentada del sistema de ecuaciones 
A X = b, este tiene solución, de lo contrario es inconsistente. 


Ejemplos 
1 2 2 -1 
l , 1 3 1 -2 
1. Encuentre la imagen y el rango de la matriz A = ; 
Solución: LA 30 
1 2 2 -1 


Se lleva la matriz a la forma escalonada por filas: 


O O O H 
© © m- 
© 
© 


Se toman como vectores columna las filas no nulas de la matriz escalonada 


Por tanto: Im(A) = A 
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1 3 -1 
2. Encuentre la imagen y el rango de B = le iy ) 


Solución: 1 0 2 
La forma reducida de B es t 1 2) , por tanto: 
1 0 
Im(B)=4l0 || 1 $ ypB)=2 
2ļ]{|—-1 
1 -3 2 
3. Encuentre la imagen, el rango, el kernel y la nulidad de M=|2 6 -4| 
3-9 6 


Solución: 


Para determinar la imagen se lleva la matriz a la forma reducida por filas. 


1 -3 2 1 
La forma reducida de Mes|0 0 0| portanto: Im(M) =3 | -3 |; y p (M) = 1 
0.0 0 2 


Para determinar el kernel de M se considera la solución del sistema homogéneo asociado 
a la matriz reducida: 


pA 3 =2 
13% +2% =0 > 2x=3x%-2 => |x |=x]1 [+x] 0 
X 0 1 
312 
Entonces : ker(M) =gen 3|1 |,| 0 y v(M)=2. 
0 1 
12. 3.12 
2 1 2 3 1 
4. Determinar kernel, nulidad, imagen y rango de D = 3 3 5 4 3 
1 -1 -1 2 -l1 
1 0 13 53 0 
Solución: 0 1 4/3 -1/3 1 
La forma reducida de la matriz D es: 00 0 o 0 
00 0 0 0 
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0 1 

Entonces: Im(D)=3|13 || 4/3 |p y p(D) =2. 
5/3 || -1/3 
0 1 


Para hallar el kernel se escribe el sistema homogéneo asociado a la matriz reducida: 


5 3 
Im ata 4 
4 1 = 4 
a a e 
x, 1/3 5/3 0 
X -4/3 1/3 -1 
La solución general es: | x, l=x,| 1 |+x,| 0 |+x,| 0 
x, 0 1 0 
X; 0 0 1 
1/3 \ (5/31 (0 
-4/3 || 1/3 || -1 
Entonces: Ker(D) = gen 1 OR O y (D) = 3. 
0 1 0 
0 0 1 


Nota: Como se puede observar en los ejemplos 3 y 4 el rango mas la nulidad de una matriz 
es igual al número de columnas de esa matriz. 


5. Encontrar una base para el subespacio de P, generado por: 


s=4 +x? +2x+1; x 3 +14 x+2x+13x0 eli 
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Solución: 


Se forma una matriz con los vectores asociados a cada polinomio del conjunto S. 


11 2 1 1.11 2 1 
1 0 -3 1 0150 
0 1 1 2ļ|ylaforma escalonada de la matrizes:|0 0 1 0 
0 0 1 0 0 0 1 
1 0 0 1 0000 


La base del subespacio generados por Ses: B = Je +x +2x+1;x* +5x;3x:1] 


el espacio es de dimensión 4. 


Ejercicios propuestos: 


1. Encuentre el rango y la nulidad de cada una de las siguientes matrices: 


po 2.3 a 8 
a (; Sal b) j- 1]. jna 
4 7 0.06 
EE 0 1.1.2 3 
0.0.2 3 PREE E 
E e E lo 24 6 
31.04 og I 


2. Teniendo en cuenta que un sistema de ecuaciones tiene al menos una solución si la 
matriz de coeficientes tiene rango igual al de la matriz aumentada del sistema, determinar 
si cada uno de los sistemas dado tiene solución: 


a) x; -2x, +x, +x, =2 b) x +x, x ET 
3x, + 2x, —2x, = -8 Ax, =x, + 5x, = 4 
Ax, x,- x, = 1 Ox, + x, + 3x, = 18 


Sx; + 3x,- x, =0 


Cc) O ad) A 
Dx, + x, +2x,=0 5, +x =0 
3x; + 3x, — 2x, + 4x,=0 Ox, + x, + 5x, = 0 
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5.3.2. Matriz de cambio de base 

Como se mostró en el ejemplo 4 de la sección 5.2.3, la base de un espacio vectorial no es 
única y cada vector puede ser expresado en forma única como combinación lineal de los 
elementos de cada base, con escalares diferentes para cada una. 


En particular, para el espacio vectorial R?, cualquier par de vectores linealmente 
independientes forman una base (ver figuras 5.3 y 5.4). 


Consideremos 3 vectores en R* x = (5, -3); u = (3, 1); v = (1, 5). Cada uno de ellos 
pueden ser expresados en términos de la base canónica {i,j}, donde: 
¡=(1,0) j=(0, 1). Así: x=5i-3j; u=3i+j; v=i+5j 


Como u y v son vectores L. |. (compruébelo) forman una base para R?. 


Lo que haremos a continuación es expresar el vector x en términos de la base {u , v}, es 
decir se buscarán escalares c, y c, tales que X =c, u + c. 


Expresando todo en términos de la base canónica se tiene: 
3c +c,=5 


5i- 3j = c (Si +j) + c(i + 5j) =(3 c,+c,) 1 + (c,+50,) | > desa eb 


Expresando este sistema en forma de ecuación matricial tenemos: 


O OEG eos 


Si A 3 1 i op 5/14 -—1/14 jal 
i A= is ‚entonces: laa: aria (compruébelo). 


a \ (5/14 -1114 5) (2 
NN saa lea a 
Por tanto, el vector x se puede expresar como: 


x=5i-3j enlabase {i,j}. 
x=2u-v enlabase {u,v}. 
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La matriz A“ se llama “matriz de transición” o “matriz de cambio de base” de la base fi, 
j} ala base {u,v}. 


En la matriz A se observa que sus columnas coinciden con las coordenadas de cada vector 
de la base {u , v} en términos de la base canónica. También se puede observar que las 
coordenadas del vector x en la base {u , v}, se obtuvieron multiplicando la matriz inversa 
de A por el vector x tomado como vector columna. 


Generalizando: 


Definición: Dadas 2 bases B,=(U,,U,, . . . U,) y B,= (V,,V,, .. .,v,) de un espacio vectorial 
V de dimensión n, se llama MATRIZ DE TRANSICION o MATRIZ DE CAMBIO DE BASE de 


la base B, a la base B,, a la matriz T cuyas columnas se forman con los escalares de las 
combinaciones lineales de cada vector de B, en términos de la base B,. 


Ejemplo: 
Consideremos B, ={(3,1);(2,-1)} y B, =1(2,4);(=5,3)) dos bases de R?. 


a) Hallar la matriz de transición de la base B, a la base B, . 


Solución: 
Se expresa cada vector de B, como C.L. de los vectores de la base B,. 


(3,1) =a (2,4) +b, (5,3) = 


ay (2 -51 (3) (3/26 5/26\(3\_( 14/26 
b] l4 3 Jl1) |-4/26 2/26 |\1 | |-10/26 


Q,—D)=a,Q0,0+b,653) => 


a) (2 -51(2 Y (3/26 5/26/2 Y ( 1/26 
b | l4 3 Jl-1) [-4/26 2/26 | -1] |-10/26 
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Por tanto, la matriz de cambio de la base B, a la base B, es : 
T 14/26 1/26 
-—(-10/26 -10/26 


b) Expresar el vector (7,4) como C. L. de la base B, y use la matriz T para expresarlo como 
C. L. de la base B,. 


Solución: 
Primero, se expresa x como C. L. de los vectores de la base B: 


Sl AA US AS NT 
x= (7,4) = c,(3,1) + c(2,-1) > Hi E eno lay) 


Entonces: xX = 3 (3,1) + (-1) (2,-1) 


3 
Para determinar las constantes a y bde la C. L. de x en B, se multiplica al vector EN por 
la matriz T: 


tod PEP aY (14/26 1/26 \(3\_ (41/26 
ISA = EL 1006 oras l-i] -20 
41 20 
Por tanto: (7,4) = — (2,4)+(——)(-5,3). 
(7,4) s )+( T ) 


c) Recíprocamente se puede hallar la matriz de transición de la base B, , a la base: 


B, que resulta ser T' la matriz inversa de T (verifíquelo). 
i 13 1 2 
Si y= EY le (2,4) + 305,3) exprese y como C. L. de la base B.. 


Solución: 


14/26 1/26 TE 2 1/5 
Como T = 10/26 10728 , entonces: 2 14/5! 


en a (2 1/5 Y-112) (-13/15 
aseo Lars cua loa Pio 
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13 13 13 
Por tanto: y = - —(3,1) - — (2,-1) = -=—,0). 
y T. ) B )=( a ) 


Ejercicios propuestos: 


3 =l aat , 
1. Exprese la matriz =Í; a como combinación lineal de las matrices: 


1 1 1 1 1 -—1 
0 -1 -1 0 0 0 
2. Muestre que el vector y = (2,-5,4) no pertenece al subespacio generado por los vectores 
u = (1,-3,2) y v=(2,-1,-1). 
3. Muestre que los polinomios p(x) = (1 -x)%; q() =(1-x); r(x)=1-x y 
s(x) = 1, generan al espacio vectorial P, de los polinomios de grado menor 


o igual a 3. 


4. Determine la dependencia o independencia lineal de los siguientes conjuntos: 


a) (1,2,3,4):(4,3,2,1) )c R* 


ode 1,6, 1D, 3 oje 


c) Je +3x+4; x? +4x+3 tR 


d 1 1 =31/4 -1 2 5 0 -l u 
> > E x 
Mao s fli -2 -3}ļl-1 -2 2 e 
5. Determine si cada uno de los siguientes conjuntos de vectores forman una 
base del espacio vectorial dado: 


a) 10,06, ÍcR?. 
b) {(0,1); (0,-3)}c R’. 

c) {(2,1);(1,—1); (0,2) jc R? 

d) {(1,3,-4); (1,4,-3); (2,3,11) JR. 
e) {(2,4,-3); (0,1,1); (0,1, -D }c R’. 


288 


UNIDAD 5 - Espacios Vectoriales - Rango y Nulidad de una Matriz 


6. Halle una base y la dimensión del espacio solución de cada uno de los 
siguientes sistemas homogéneos: 


a)x+4y+2z=0 b) x-2y+7z=0 
2x+y+5z=0 2x+3y-2z=0 
2x + 3y-2z =0 


C) x + 2x,- 2x, +2, -x =0 
xX; + 2x, — xX, + 3x,- 2x, = 0 
2x, + 4x, — x, + x, +x. =0 
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RESUMEN 


Se llama estructura algebraica a un conjunto en el cual se defina una o más operaciones 
con ciertas propiedades. Según las propiedades que cumple la operación dentro del 
conjunto se distinguen diferentes estructuras. 


Un grupo conmutativo (también llamado Abeliano) está conformado por un conjunto G 
en el cuál se define una operación * con las siguientes propiedades: Clausurativa: Va,be 
G, axbeG. 


Asociativa: (a*b)*c=a*(b*c)=a*b*c, 
Modulativa: JeeG tal que Vae G, a*xe=a=e*a. 
e se llama MÓDULO para * enG. 
Invertiva: Vae G, Ja'e G tal que a*a" =e=a xa. 
a! se llama INVERSO de a para la operación =. 
Conmutativa: a*b=b*a. 


Se denota (G, *) 


Un campo es un conjunto C en el cual se definen 2 operaciones * y A para las cuales se 
cumple: 

- (V*} es un grupo conmutativo con MÓDULO ee C. 

- (C,, A) es un grupo conmutativo con MÓDULO me Cz, 

- La operación A es distributiva respecto a *, es decir aA(b*c)=(aAb)*(aAc) . 

Se denota: (C,*, A) 


Espacio vectorial (E.V.) es una estructura algebraica conformada por un grupo conmutativo 
(VO) relacionado con el campo de los números reales (R) mediante la operación Y llamada 
multiplicación escalar que cumple las siguientes propiedades: 


- (r8v)e V, VreR y VWveV. 

- 18v = v, Yve Y y 1eR. 

- (r:s| v =r® (s8v), r,s ER y ve V. 

- (r +s) 8 v= (r8&v)® (s&v), ns eR, ve. 
- r&(u ® v) = (rgu)® (r&v), reR, u, ver. 


Se denota (V O ,89), los elementos de V se llaman vectores y los de R se llaman 
escalares. 


Si Hc V es un espacio vectorial con las operaciones ® y 6, entonces H es un subespacio 
de V. Para demostrarlo es suficiente comprobar que las 2 operaciones son cerradas en H, 
es decir: 


(1) Va, be H,asxbe HH ; (2) (r8&v)e H, VreK y VveH. 
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Dado un conjunto S = (v,, V,, V,,..., | de vectores, se dice que ves una combinación 
lineal (C.L.) de S si V = cv, +c, +c N+... +c V, donde c, c,,....,c, SON escalares. 

Si V es un espacio vectorial, un subconjunto G = {v}, Vp», V,,..., V} deV esun generador 
de V, si para todo veV, existen escalares c,, c,,....,c, tales que: 


V = CN +CN,+. . . +CV, 


Un subconjunto S = (V,, V,, V}... Vv} deV, es linealmente dependiente (L.D.) si 
alguno de los vectores de S se puede expresar como combinación lineal de los restantes, 
es decir, si existen escalares c}, Cie, tales que: 


CN +CV, +... +cV,=0. con algún c,4 0. 


S es linealmente independiente (L.!.) cuando c,v,+c,V,+... +c V, = 0 solo 
sic,=c,=..=Cc=0. 


B=(vV,, V,, V,, ..., V es una base de Vsi B es un conjunto L.I. y generador de V. El número 
de vectores en B (en este caso n) es la dimensión de V. 


Una base ortonormada de un espacio vectorial Y de dimensión n, es una base {e}, e 
. ., €) en la cual: 

- Todos los vectores son unitarios (o normados): [e | =1, vi. 

- Todo par de vectores diferentes son ortogonales e, e e =0,Vi,] si i#j. 


a 


El kernel (o espacio nulo) de una matriz Ax» es el conjunto de vectores xeR” tales que 
A x = O. Se denota Ker (A). La nulidad de A es la dimensión del kernel y se denota v (A) 
= dim( Ker A) 


La imagen de una matriz A, es el conjunto de vectores b eR” tales que 
AX=b para algún vector xeR”. Se denota Im (A). 
El rango de A es la dimensión de la imagen de A. Se denota p (A) = dim( ImA). 


Dadas 2 bases B,=(4,, U,, ...,U,) y B,=[V,, V,, ... v,) de un espacio vectorial Y de 
dimensión n, se llama matriz de transición (o matriz de cambio de base) de la base B,a 
la base B,, a la matriz T cuyas columnas son los vectores coordenados de cada vector 
de B, respecto a la base B,. 
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GLOSARIO 


Estructura algebraica es un conjunto dotado de una o más operaciones. 


Grupo conmutativo (o Abeliano) es una estructura algebraica conformada por un conjunto 
en el cuál se ha definido una operación Clausurativa, asociativa, conmutativa, modulativa 
e invertiva. 


Campo es un conjunto en el cual se definen 2 operaciones con cada una de las cuales el 
conjunto tiene estructura de grupo conmutativo, y una de las operaciones es distributiva 
respecto a la otra. 


Espacio vectorial (E.V.) es una estructura algebraica conformada por un grupo conmutativo 
relacionado con un campo mediante una operación llamada multiplicación escalar. 


Vector es un elemento de un espacio vectorial. 


Subespacio es un subconjunto de un espacio vectorial que conserva la estructura de 
espacio vectorial. 


Combinación lineal (C.L.) de un conjunto de vectores es una suma de múltiplos escalares 
de esos vectores. 


Generador de un espacio vectorial es un conjunto de vectores que permite expresar a 
cualquier vector del espacio como combinación lineal de ellos. 


Conjunto linealmente dependiente (L.D.) es un conjunto de vectores para los cuales 
es posible tener una C.L. de ellos cuyo resultado sea el vector nulo, sin que todas las 
constantes sean cero. 

Conjunto linealmente independiente (L.!.) es un conjunto de vectores para los cuales 
una C.L. de ellos cuyo resultado sea el vector nulo, solo es posible con todas las 
constantes iguales a cero. 

Base de un espacio vectorial es un conjunto L.I. y generador del espacio vectorial. 


Dimensión de un espacio vectorial es la cantidad de vectores que hay en cualquier 
base. 


Base ortonormada es una base en la cual todos los vectores son unitarios (normados) y 
ortogonales dos a dos. 
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Imagen de una matriz es el conjunto de filas no nulas en su forma escalonada por filas. 
Rango de una matriz es el número de filas no nulas en la imagen. 

Kernel de una matriz es el número vectores generadores del conjunto solución del S.L.H. 
asociado a la matriz. 

Nulidad de una matriz es el número vectores del kernel. 


Matriz de transición de la base B, a la base B, es la matriz cuyas columnas son los 
vectores coordenados de cada vector de la base B, respecto a la base B,. 


Vector coordenado de un vector respecto a una base B es, el vector que se forma con 


las constantes de la combinación lineal para ese vector, en términos de los vectores de la 
base B. 
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AUTOEVALUACIÓN 


Decida si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justificar la 
respuesta: 


1 21 [-1 
1.| 2 |esta en el espacio vectorial generado por |0 |,| 0 
3 4 3 


ee SE JE JE Jeee 


3. {1(1,0,0) ; (0,1,0); (1,1,0)} es un conjunto linealmente independiente. 


4. 4(1,0,0); (0,2,0); (0,0,3)} es una base de R?. 


5. El vect 
vec orf 4 


1 -2 —-1 
los vectores ; y l 
—-1 1 0 


) se puede expresar en forma única como combinación lineal de 


2 3 
6.3|-1|/ 2 |1 [7 es un conjunto linealmente dependiente. 
1 -1]J10 


7. La dimensión del espacio vectorial de las matrices de orden 2x3 es 5. 


1 3 -2 4 
-1 4 -5 10 


8. El rango de la matriz 2. 
9 3 2 1 -2 a 


Li 2 
1 
1 
0 


-2 , a , ; 
; A es una base del espacio solución del sistema de ecuaciones: 
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x+3y-2z+4w=0 ; -x+4y-bz+ 10w=0 
3x+2y+z-2w=0 ; 3x-by+8z-T16w=0 


10. Si la nulidad de una matriz A de orden 3x5 es 3 entonces el rango es 5. 


En cada caso seleccione la respuesta correcta: 


11. La matriz de transición de la base canónica de P, [x?; x;1} a la base 


Jx? -1;x+3;-2] eS 


1 0 0 1 0 0 1 0 -—1 1 0 -1/2 
a)p0 1 0|) bì| 0 1 0 |. o0 1 3 | da) |O 1 3/2 
-1 3 -2 -1/2 3/2 -1/2 0 0 -2 0 0 -1/2 
1 0 1 2. 
1 0 1 2 , 
12. El rango y la nulidad de la matriz TE 19 son respectivamente: 
1 1 -1 -1 0 
a)1y3. b3y2 . c)2y 3 d) 3 y 1. 


13. El siguiente conjunto no puede ser base de R°: 


14(01/0 0 040 1 14f01/0 
a)l otioti b. b) 1 op -1H -1il aslo popo 
0J[1 J10 2 1 1 1 1 
01f1 
14. Un subconjunto de 1 E 1 |p que puede ser base de R? es: 
2311 
112 1 19(23(01/1 1 
a)4|2 [| b) s| 2 21 p1 p1 d)4 |1 
3)|4 3 42 11 1 
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15. Una base para el espacio solución del sistema de ecuaciones 
x+ 2y+3z=0 ; x-3y+42=0; 2x-y+72=0 es 


10 -17 17/5 1 (0 
a)i 2 H-5. bil 1 ip. e) -1/5|». d);|0}1 
3311 5 0 oJLo 


RETROALIMENTACIÓN 

Respuestas a los ejercicios propuestos. 

Sección 5.1.1: (página 252) 3. R? con el producto punto no es un grupo. 
Sección 5.1.2: (página 253) 2. e no es una operación modulativa en Z. 
Sección 5.1.3: (página 256) 1.No 2.No 3.Si 4.Si 

Sección 5.1.4: (página 258) 1. a) No b) No 

2.a) No b) Si c) Si d) No 3. Si 

4. La suma no es clausurativa en W 5. Si 

Secciones 5.3: (página 288) 1. D=2A-B+2C 

4.a) EL b) L.D. c) EL d) L.D. 

5.a) Si b) No c) No d)Si e) No 


Solución Autoevaluación Sección 5.1: (página 273) 


1. La afirmación es falsa porque la suma de dos vectores del conjunto no está en el conjunto. 
Como la condición es 2x-y-2z= 1 


X 


xX 
> y=2x-2z-1 ,portanto: |y |=|2x-2z-1 | 
A 


Z 
a 


Pero si se suman dos de estos vectores el resultado es un vector de la forma | 2a-2b-2 
el cual no pertenece el conjunto dado. b 


296 


2. La afirmación es falsa porque siendo z = 1 para todos los vectores del conjunto, al sumar 
dos de ellos z = 2 y el vector suma no pertenece al conjunto. 


3. La afirmación es verdadera porque la suma de 2 matrices diagonales es una matriz 
diagonal, y, al multiplicar una matriz diagonal por una constante el resultado sigue siendo 
una matriz diagonal. 


4. La afirmación es falsa porque los vectores u y v tienen la segunda componente igual a 
cero, entonces multiplicadas por cualquier escalar el resultado sigue siendo cero, lo cual 
hace imposible tener la segunda componente de w igual a 2. 


5. La afirmación es verdadera porque como el sistema es homogéneo y tiene más 
ecuaciones que variables, tiene infinitas soluciones. Como hay 4 variables cada solución 
se puede expresar como un vector de R4, y el conjunto de todas las soluciones forman 
un subespacio de Rt pues la suma de 2 soluciones es una solución y cualquier múltiplo 
escalar de una solución es una solución. 


Solución Autoevaluación Secciones 5.2 y 5.3: (página 294) 


1. La afirmación es falsa porque cualquier combinación lineal de los vectores del conjunto 
dado es un vector cuya segunda componente es cero, por tanto no se puede generar el 


1 2 —-1 
vector | 2 |a partir de los vectores|0 | y| 0 
3 4 3 


2. La afirmación es verdadera porque cualquier matriz de orden 2 se puede expresar como 
combinación lineal de las matrices del conjunto dado. Así: 


a b 1 0 0 1 0 0 0 0 , 
=q +b +c +d para cualquier a, b, c y d. 
c d 0 0 0 0 1 0 o 1 


3.Laafirmaciónesfalsaporqueelvector(1,1,0)=(1,0,0)+(0,1,0), es decir uno de los vectores 
es C.L. de los restantes y en consecuencia el conjunto es linealmente dependiente. 


4. La afirmación es verdadera porque el determinante que se forma tomando los 
correspondientes vectores columna es diferente de cero: 
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= 6 esto implica que los vectores (1,0,0) , (0,2,0) y (0,0,3) son L. I. y 


generadores de R°. 


5. La afirmación es falsa porque al hacer la correspondiente C. L. se tiene: 


-5 \_ 1 K -2 A -1 a ¡=20, -6 =-5 
aaa a] eag 


1 =-2 -l-5 
La matriz aumentada del sistema de ecuaciones resultante es t I 1 | 
c ==3=0, 


0 1 1 


€, =l=0, 


1 0 1|-3 
cuya forma reducida es = 


Como el sistema tiene infinitas soluciones hay muchos valores de c,, c,, y c, que permiten 
tener la combinación lineal que interesa. Veamos al menos dos posibilidades: 


-5 1 -2 -1 
Si œ =0 = =1 =-3 entonces: =-3 +1 +0 


2 Y 3 
6. La afirmación es verdadera porque: |-1 2 1| =0 y esto es una condición suficiente 
1 -1 0 


para que los vectores sean linealmente dependientes. 

7. La afirmación es falsa porque la base canónica de este conjunto es: 
1 0 O\/O 1 0)\/0 O 1\/0 O O0O\/0 O 0\/0 0 O 
oo oflo o oflo o ofli o oflo 1 oflo o 1 

Por tanto, la dimensión de este espacio vectorial es 6. 
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8. La afirmación es verdadera porque al llevar la matriz a la forma reducida se tienen dos 
filas no nulas, las cuales determinan el rango de la matriz: 


1 3 -2 4 1 3 -2 4 1 3 -2 4 1 0 1 -2 

-1 4 -5 10 0 7 -—7 14 0 1 -I1 2 0 1 =k 2 
> > > 

$ 2 l =2 0 -7 7 -14 0 0 0 0 00 0 0 

-5 $ -16 O -14 14 -28 00 0 0 00 0 0 


9. La afirmación es verdadera. Si se observa la matriz del ejercicio anterior es precisamente 
la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones y de su forma reducida se deduce: 


xX —-1 2 —1 2 
x=-2+2w y 1 =2 1 =9 , 
=> =z +w => k es la base del espacio 
y=z-2w Z 0 0 
w 0 1 0 


solución del sistema de ecuaciones. 


10. La afirmación es falsa porque si la matriz es de orden 3x5 tiene 5 columnas y si la 
nulidad de la matriz es 3, el rango debe ser 2 puesto que la suma del rango y la nulidad es 
igual al número de columnas. 


11. La respuesta correcta es b) porque es la matriz inversa de la matriz que se forma con los 
vectores coordenados que le corresponden a los polinomios de la base Je -1,x+3,-2 } 


1 0 0 1 0 0 
La matriz de los vectores es:| 0 1 0 |, ysuinversaes:| 0 1 0 
-1 3 -2 -1/2 3/2 -1/2 


12. La respuesta correcta es c) , porque la forma reducida de la matriz 


1 0 1 2 1 0 1 2 2 
1 0 1 2 0 1 -2 -3 f 
es: con 2 filas no nulas, luego el 
2 1 0 2 0 0 0 0 
1 1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 


rango de la matriz inicial es 2. Como la matriz tiene 5 columnas y el rango es 2, la nulidad 
debe ser 3. 
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13. La respuesta correcta es d) porque el determinante que se forma con los vectores del 
conjunto es igual a cero, por tanto los vectores son linealmente dependientes y no pueden 
formar una base de R°. 


14. La respuesta correcta es a) porque una base de R? debe tener 3 vectores linealmente 
independientes y los 3 vectores del conjunto lo son puesto que el determinante que se 


1 2 
forma con ellos es diferente de cero: (2 1 -—1|=-13. 
3 4 


15. La respuesta correcta es b) porque el sistema de ecuaciones es un sistema homogéneo 
con infinitas soluciones porque: 


1 2 3 1 0 17/5 

1 -3 4 |matriz de coeficientes tiene forma reducida [p 1 -—1/5 | de la cual se deduce: 

2. -=t 7 00 0 

17 1 
E y PA Si z=5 entonces y=1 y x=-17 
-17 
luego una base del espacio solución del sistema de ecuaciones es: 1 
5 
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6. TRANSFORMACIONES LINEALES 


“He oído decir a mucha gente: “Dadme las ¡ideas..”. Es imposible dar ideas si no es con las palabras más 


detalladamente adecuadas” 


William Blake. 


INTRODUCCIÓN 


Conociendo el comportamiento de la estructura algebraica llamada espacio vectorial, 
abordaremos el estudio de las transformaciones que “conservan” la suma y el producto 
escalar. Se trata de funciones definidas entre dos espacios vectoriales, de tal manera que 
la suma de dos vectores se transforma en la suma de sus transformados y un múltiplo 
escalar de cualquier vector se transforma en un múltiplo escalar de su transformado. 


Hay muchos fenómenos que pueden ser aproximados mediante modelos lineales y esta 


unidad contribuye conceptualmente en el análisis e interpretación de ellos, tal es el caso 
del procesamiento de imágenes y las gráficas en computadora. 
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OBJETIVO GENERAL 


Identificar y representar matricialmente transformaciones lineales entre espacios vectoriales, 
en particular en el plano KR? y en el espacio R3, con sus correspondientes interpretaciones 
geométricas. Diagonalizar una matriz a partir de sus valores y vectores propios. 


OBJETIVOS ESPECÍFICOS 


Identificar funciones que sean transformaciones lineales. 

Interpretar geométricamente el efecto de una transformación lineal. 

Identificar modelos clásicos de transformaciones lineales para analizar modelos 
Análogos. 

Representar matricialmente las transformaciones lineales. 

Calcular los valores y vectores propios asociados a una matriz. 

Diagonalizar una matriz cuadrada. 


CONTENIDO 


6.1. Transformaciones lineales. 
6.1.1. Definición y ejemplos. 
6.1.2. Imagen y Núcleo. 

6.1.3. Representación matricial. 


6.2. Valores y vectores propios. 


6.2.1. Valores y vectores propios de una matriz. 
6.2.2. Semejanza y diagonalización de matrices. 
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6.1. TRANSFORMACIONES LINEALES 


Las transformaciones lineales se caracterizan porque “conservan” la estructura algebraica 
de los conjuntos entre los que se define. En esta unidad se estudian las transformaciones 
lineales entre espacios vectoriales, las cuales se caracterizan porque: la imagen de una 
suma de vectores coincide con la suma de las imágenes de cada vector, y la imagen de un 
múltiplo escalar para un vector dado es un múltiplo escalar de la imagen de dicho vector. 


6.1.1. Definición y ejemplos 


Definición: Dados V y W espacios vectoriales, se llama TRANSFORMACIÓN LINEAL de 
Ven W a una función L: V —>W que asigna a cada vector v e V, un único vector w e W 
(denotado L (v) ), de tal manera que: 


vVuvevV 
vueV y VAER 


Observación: En la propiedad (1), el + a la izquierda de la igualdad hace referencia a la 
suma definida en el espacio vectorial V, mientras que el + de la derecha corresponde a 
la suma vectorial definida en W. Así mismo, en la propiedad (2) el punto colocado entre 
Ay u, a la izquierda de la igualdad corresponde a la multiplicación escalar definida en 
V, mientras que el de la derecha entre à y L( u ), corresponde a la multiplicación escalar 
definida en W. 


Ejemplos: 
1. Dilatación-contracción: 


L: R? => R? definida como L(u)=k.u, con k eR es una transformación lineal. 


Justificación: 
Dados u = (x ypz) y vw =(%2»Y2,22) vectores en R?: 


(1) Ll u+v ) =k 0% +X,,), + 7,2, +2,) 
= kx, y, 2,)+ K.X, Y23223) 


=k.u +k.v 
=L(u)+L(v) 
(2) Si à es un escalar: L(Au ) = Lx, Ay, Azı) = k.(Ax,, Ay, , Àz, ) 
= ALEA vz) 
=1L(u) 
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Interpretación geométrica: 


Fig. 6.1 


Esta transformación aplicada a un vector u, lo convierte en un vector paralelo a u, cuya 
magnitud y sentido dependen de la constante k. (Figura 6.1) 


Si k> 1, la norma del vector ku es mayor que la norma de u. (dilatación) 
Si O<k< 1 la norma del vector ku es menor que la norma de u. (contracción) 
Si k es negativo (k <0 ), los dos vectores tienen sentido opuesto. 


2. Proyecciones: 


DEL PLANO SOBRE EL EJE X: se define como: L(x, y) = (x, 0) 


Y 


Fig. 6.2 


Si u = (%,,y,) y V = (x, y,) entonces: 

L( u+v ) = L(x, AS (x +x, 0) = (x,, 0) + (x, 0) = L(u ) + L( v ) (Figura 6.2a) 

L( ku ) = L(kx, ky) = (kx, 0) = k(x, 0) = kL( u ) (Figura 6.2b). 
En forma análoga a como se definió la proyección sobre el eje X, se puede hacer sobre el 
eje Y o sobre cualquier otra recta. 

En general, una región A del plano se puede transformar en un segmento de recta, y esta 
transformación es lineal. (Figura 6.2c) 


También se puede considerar en la proyección del espacio tridimensional sobre el plano 
cartesiano XY, la cual queda definida por: 


L: R? > R? donde L x, y, z) = (x, y) proyecta un vector de R? sobre un vector de R? 
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Justificación: 
Dados los vectores U=(x,,y,,2,) Y V= (x,,y,,z,), por definición de L: 


(1) El u+v ) = L(x% +x, yi + Y2,2, +22) =(%, +x, y, + y,). 
= (xy) + Gx, y2) =L(u)+L(v). 
Además si å es un escalar 
(2) LAU ) = (AxA y,,4:2))=(:x,14:y,)=2.(x,y)=24L(Uu) 


Interpretación geométrica: 
Esta transformación proyecta cualquier vector u del espacio R? sobre el plano cartesiano 
R? (Figura 6.3). 


Fig. 6.3 


De manera similar se puede hacer la proyección sobre cualquiera de los otros dos planos, 
XZ o YZ. 


Se definen con la matriz R, = 


3. Rotaciones: COSO. —senol 
senol coso 


) donde al es el ángulo de rotación. 


Si el punto P de coordenadas (x, y) se rota un ángulo az, la imagen de P es otro punto Q de 
coordenadas (x', y). 
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Si r = d(O, P) = d(O, Q) entonces: x=rcosf y y=rsenB. 
x =r cos(a+ B) y y =r sen(a+ f ). 
Aplicando identidades trigonométricas: 
x =r cos(&+ B) =r cosacos fB - rsenasen B = x cosa — y sena 
y =rsen(a+ B) =rsenacos B +r cosasen B =x sena + y cosa 


Los anteriores resultados se pueden expresar en forma matricial como sigue: 


E cosa. -sena Y x 
y sena cosa ly 
de donde se deduce que una rotación es una transformación lineal definida por la matriz 


R: pues cualquier vector u = (x, y) multiplicado por R, da como resultado un vector v = 
(x, y”) rotado o. grados (figura 6.4). 


Por ejemplo, si se aplica al vector de coordenadas (2, 1) una rotación de 90° se tiene: 
cos90 —sen90* 1/2 0 -1142 —1 
L(2,1)= = = lo cual significa que la rotación 
Se) (eos cos90° 18 Í 0 18 G ] 9 9 
transforma al vector u = (2, 1) en el vector v = (-1, 2) (Figura 6.4a). 
yA T l a c 
Justificación: Si u = p| y Ys ; son vectores de R? , entonces: 


cos& —senol 


(1) L( wv) =Í 


senQl ci 
Cosa —senol a C 
| sena. cosa pl 
COSA —senQl cos -sena Y c 
senda  COosQL d 
L( u 


cosa —senQ lla 
(2) Si A es un escalar L(1u ) ua» ] ) 


senol cos& 


sen  cCos& Ab 

cos& —senQl \fa 
ds seno. cosa b 
=AL(u) 
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Otras transformaciones: 


4. En el espacio vectorial de las matrices de orden mxn, MULTIPLICAR POR UNA MATRIZ 
A, es una transformación lineal, definida por: L: Rp ——R,,., donde 
L(M)=M.A para cualquier matriz M E€ R „xn 


Justificación: 

Si E y F son matrices de orden mxn: 

(1) L(E+F)=(E+F)A=EA+FA=L(F)+L(F) 
(2) L(kM)=(kM).A =k(M.A)=kL(M) 


5. En el espacio de las funciones derivables, LA DERIVADA es una transformación lineal 
definida como L(f ) =f'. 


Justificación: 
(1) Ur+9)=(1+9 


6. En el espacio de las funciones integrables, LA INTEGRAL de f definida como 
L( {(x)) = 10d: es una transformación lineal. 


Justificación: 


fla fl) B g(x)lax =Á [rar + B | g(x)dx 


7. Dados M y M espacios vectoriales de las matrices de orden mxn y nxm, 


mn nm 


respectivamente, la transformación L: M, >M, definida como L(A)=A" es lineal. 


Justificación: 

Si A y B son matrices de M, 

(1) LA+B)=(A+B) =A +B'=L(A)+L(B) 

(2) Si à es un escalar: LAA ) = (AA V = AA! =AL(A) 


8. Si P, y P, son los espacios vectoriales formados por los polinomios de grados 1 y 
2 respectivamente, L: P, > P, definida como L( p(x) ) = x p(x) Yp(x)e P, es una 
transformación lineal. 


Justificación: 


a, +bx y Q(x)=a,+ bx vectores de P, (polinomios de grado 1): 


Dados p(x) = 
+ q(x)) = x (p(x) + q(x)) 


(1) L (p(x) 
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Ba IELA Toa] 
ate 2)+(ax+b,x*) (polinomios de grado 2) 
p(x) + x ql) 
e L( q(x) ). 


(2) Sià es un escalar L (Ap(x) )= x (àa + Abx) = xMa, + bx) = AL( p(x) ) 


II i a i 
o — 
2 q T 


sa 


Veamos ahora algunos ejemplos de transformaciones que no son lineales: 


- Desplazamientos horizontales: 

EN EL PLANO: se define como T(x, y) = (x+h, y) (Figura 6.3a) 

EN EL ESPACIO: se define como T(x, y, z) = (x+h, y, z) (Figura 6.3b) 
h determina la longitud del desplazamiento sobre el eje X. 


Fig. 6.5 


- Desplazamientos verticales: 

EN EL PLANO: se define como T(x, y) = (x, y+k) 

EN EL ESPACIO: se define como T(x, y, z) = (x, y y+K, z) 
k es el desplazamiento sobre el eje Y . 


Fig. 6.6 
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En la figura 6.5 el rectángulo de color oscuro se desplaza hasta coincidir con el de color 
claro. En la Figura 6.6 el rectángulo claro se desplaza hasta coincidir con el rectángulo 
Oscuro. 


En los dos casos, la transformación del rectángulo corresponde a un desplazamiento. 
- Traslaciones: 
Se obtienen de la composición de dos desplazamientos, uno en la dirección de cada eje 


coordenado: 


EN EL PLANO: T(x, y) = (x+h, y+k) ; 
EN EL ESPACIO: T(x, y, z) = (x+h, y+k, z+ 1) 


h es el desplazamiento sobre el eje X, k sobre el eje Y y / sobre el eje Z. 
Una traslación no es una transformación lineal porque aplicando la definición de 
transformación lineal, no se cumplen las condiciones: 
T(u+v)=T(u)+T(v) y T(ku)=kT(u). 
Si u = (x, Yp Z4) y V= (Xp Y» z,) son vectores del espacio RÌ, entonces: 
T( u+v ) = T(x +y; 2 +HYo, 2,2,) = (x+y; +h, x,+y,+k, z,+z,+ 1) pero 
T(u )+I(v ) = (x+h, y,+k, z,+1) + (x,+h, y,+k, z,+1) 
= (x+y; +2h, x,+y,+2k, 2,+2,+21) 4 T(U+v) 
Como no se cumple la primera condición no es necesario comprobar la otra. 
Nota: En cualquier caso basta con que no se cumpla una de las condiciones de la definición, 


para concluir que la transformación no es lineal. 


Teorema: Unatransformación lineal se caracteriza porque conserva la estructura algebraica 
de los dos conjuntos V y W, esto quiere decir que: 


la imagen del cero (módulo) de V es el cero (módulo) de W. 
. L(-u)=-L(u) elopuesto de ueV es el opuesto de L( u ) eW. 


Demostración: 


1. L( o,) = L( Ov ) = 0.L( v ) = Ow = Où. 
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Ejemplo: 
La transformación definida por T: R? > R*? donde T(x, y) = (2x, 3) no es lineal. 


Si T fuera lineal por la parte 2. del teorema anterior se debe cumplir T(O, O) = (0, 0), pero 
por definición se tiene: T(O, 0) = (0, 3). 


Ejercicios propuestos: 


1. Defina la transformación lineal que proyecta un vector del plano cartesiano R? sobre 
cualquier recta del plano (diferente a los ejes coordenados). 


2. Defina las dos transformaciones lineales que proyectan el espacio tridimensional R? sobre 
los planos XZ y YZ respectivamente y haga las ilustraciones gráficas correspondientes. 


3. Decida para cada una de las siguientes transformaciones si es o no lineal. 
Justifique sus respuestas: 


a) T: V >R donde T(u)= | u|| para todo vector ueV. 

b) T: R?— R? donde T(x, y, z) = (2X-y+Z, y-4Z). 

0) T.M,,>R , donde: T l a = a? + p? 

d) T: P, > P, , donde: T (a, + a,x + a,x?) = a, + a,(x+1) + a,(x+1)* 

e) TM, > M,,, donde B es una matriz fija de orden 2x3 tal que T( A ) = AB. 
4. Si v,, V, y v} son vectores de un espacio vectorial V y L: V > R*una 


transformación lineal tal que: L( v, ) = (1, -1, 2); L( v, ) = (0, 3, 2) y 
L( vw, ) = (-3, 1, 2), halle L(2v, - 3v, + 4v, ). 
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6.1.2. Imagen y núcleo 


Dos subespacios básicos asociados a toda transformación lineal son el núcleo y la imagen, 
conceptos que a continuación se describen. 


Definición: Si L: V> W es una transformación lineal, se llama IMAGEN de L, que 
denotamos Im(L ), al conjunto formado por todos los vectores de W que son imagen por 
L de algún vector de V. De esta manera, un vector w de W pertenecea Im(L), si existe 


algún vector ven V  talque:  L(v)=w. 


Se denota: Im( L ) = [weW/L( v ) = w para algún veV |. 


Si Im(L)=W se dice que la transformación lineal L es SOBREYECTIVA. 


V W 


L 
— 
Fig. 6.7 


La imagen de L es un subconjunto del codominio (W) de la transformación (Fig. 6.7). 


Ejemplo: 

Determinar la imagen de L: R’ — R? definida por L(x, y,z)= (x,y), 
Solución: 

Si L (x, y, z) = (x, y), todo vector del plano R? es imagen de algún vector de R? 


Por tanto la imagen de la transformación está formado por todos los vectores de R°. 


Im( L )={v = (x,y,z) eR’ Ix, y,zeR}= R. 
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Definición: Sean o, y 0,, los elementos neutros de los espacios vectoriales V y W, 
respectivamente. Se llama NUCLEO de la transformación lineal L: V > W al conjunto de 
todos los vectores de V cuya imagen eso, . 

Se designa por Ker( L) como abreviatura de Kernel (núcleo, en inglés). 


Se denota: Ker(L)=(veV/L(v)=0,) 


L 
m 
Fig. 6.8 


El núcleo de L es un subconjunto del dominio (V) de la transformación (Figura 6.8). 


Ejemplo: 

Determinar el núcleo de L: R?>R? , definida por: L (x, y, z) = (x,y), 

Solución: 

Si L (x, y, z) = (0, 0) entonces (x, y) =(0, 0) luego x=0 y y=0. 

Por lo tanto el núcleo de la transformación está formado por todos los vectores de la forma 
(0, O, z) ya que L(0, O, z) = (0, O). 


Ker(L)=[v=(x,y,7) ER? /x=0 y y=0). 


Ejemplo: 
1. Para las rotaciones: L: R?— R? donde L(v)=R, V, para todo v eR?. 


La IMAGEN es todo el plano porque cualquier punto del plano al ser rotado por un ángulo 
œ dado, se convierte en otro punto del plano. Por definición: 
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a 


El NÚCLEO es o porque es el único punto que rotado cualquier ángulo permanece fijo. 

E 0 cosa. —senol (0 0 

0] | sena cosa o 7lo]J=2 

2. Para las proyecciones sobre una recta: L: R? — R donde L(x, y) = (x, 0). 
Al hacer la proyección de todos los puntos del plano sobre una recta N, en dirección 
paralela a otra recta M que pasa por el origen o, el plano se reduce a la recta N y todos los 
puntos sobre la recta M quedan sobre el punto o = (0, O) (figura 6.9): 
La IMAGEN es la recta sobre la cual se hace la proyección, puesto que para todo punto del 
plano su imagen es un punto sobre la recta. Si el conjunto es una parte del plano la imagen 


es un intervalo de la recta. 


El NÚCLEO es el conjunto de todos los puntos del plano, que están sobre la recta M que 
intersecta en o a la recta N sobre la cual se hace la proyección. 


TO 


3. Para la derivada de una función: 


La IMAGEN es el conjunto de funciones g(x) que son “la derivada” de alguna función 
derivable f(x), es decir: Im(L ) = { g(x) / g(x) = f(x) } 


El NÚCLEO es el conjunto de todas las funciones constantes, porque la derivada de una 
constante es cero: Ker( L ) = { f(x) / f(x) =c |. 
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4. Para la multiplicación por una matriz fija: 


Si A es matriz de orden nxs, la IMAGEN de una matriz M de orden mxn está dada por L(M 
) = MA. = Bms entonces: Im(L)=([(B/BeR ). 


El NÚCLEO de la transformación es la matriz nula de orden mxn porque el producto de 2 
matrices es la matriz nula si una de ellas es la matriz nula: Ker( L)=(0 


mxn } 


Nota: Si L: V > W es una transformación lineal, la imagen de L es un subconjunto 
del conjunto de llegada W (figura 6.7) y el núcleo es un subconjunto del dominio V 
(figura 6.8). 


Definición: Si L: V — W es una transformación lineal 


Se llama RANGO de L a la dimensión de la imagen de L. Se denota rang( L ). 
Se llama NULIDAD de L a la dimensión del Kernel de L. Se denota: nul( L ). 


Teorema: Si L: V > W es una transformación lineal donde V es espacio vectorial de 
dimensión n, entonces: 


nul( L) +rang(L)=n 


Esto quiere decir que la dimensión de dominio de una transformación lineal es igual a la 
suma de las dimensiones del rango y el núcleo de la transformación. 


Ejemplo: 


Si L: R*——>R* se define como: L(x, y, z) = (x-2y+z, 3x-5y+5z, 5x-9y+7z, 0) , calcular el 
rango y la nulidad de L. 


Solución: 
Calculamos primer el núcleo de L: 


x=2y+2=0 
Si L(x, y, z) = (0, O, O, 0), entonces: 4 3x-5y+5z=0 
3x-9y+7z2=0 


Resolviendo este sistema de ecuaciones por el método de reducción de Gauss-Jordan se 
tiene: 
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1 -2 1 1 -2 1 1 0 5 
3 -5 5ļ>|0 1 2|>|0 1 2| lo que implica que hay infinitas soluciones. 
2 0.00 


xX -5z -5 
Solución general: | y |=| 2z [=r| 2 | , donde z= r, por tanto: 
Z Z 1 


Ker( L ) = { (x, y, 2)/ z=r , x=-5r y y=2r }= { (-5r, 2r, r) /reR}. 


Entonces una base del Ker( L ) es {(-5, 2, 1)), luego nul( L ) = 1 y por el teorema se concluye 
que rang(L)= 2. 


Ejercicios propuestos: 


1. Determine cuáles de las transformaciones dadas son lineales: 
T: R?— R? definida por T(x, y) = (2x-y, x). 

T: R? — R? definida por T(x, y, z) = (x+1, y+z). 

T: P,>P, definida por T(a, + ax + ax? + ay?) = a, + ax + ax? 
T M,>M, definida por T( X )= AX- XA (matrices de orden n). 


2. En cada caso encuentre el núcleo de la transformación lineal dada: 
a) L: V —> V definida por L(v ) = v, para todo veV. 

b) L: P,>P, definida por T(a,+ ax + ax? + ax?) = a, + ax + ax? 
GIL: M, >M, definida por TX) = XT 


3. Determine la imagen de las siguientes transformaciones lineales: 
a) L: V —> V definida por L(v )=v, para todo veV 
b) L: R?— R? definida por L(x, y) = (x-y, x+y) 


4. En cada caso, determine el rango y la nulidad de la transformación lineal: 
a) L: R?— R? definida por L (x, y, z) = (x+z, O, y+x). 
b) L: RI> R? definida por L(x, y, z) = (x, 3y, 5x). 
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c) L: R?— R? definida por L(x, y, z) = (x, y+2). 


Ll 2 
d) L: M,>M, definida por L( X ) = XA donde A = f ] 


5. Si L: R?>R*? es una transformación lineal definida por L(x, y, z) = (x+y, y+2), 
encuentre una base y la dimensión de: (a) la imagen (b) el núcleo 


6.1.3. Representación matricial 
Cualquier transformación lineal L: V > W, donde V y W son espacios vectoriales de 
dimensión finita, puede ser representada matricialmente. El objetivo de esta sección, es 


establecer un método que permita encontrar dicha matriz. 


Es importante retomar de la unidad anterior el concepto de base para un espacio vectorial, 
así como el de coordenadas de un vector. 


Si V es un espacio vectorial de dimensión n, una base para V es un conjunto 
B=(vW,V,..., V, } formado por n vectores linealmente independientes. 


Definición: Dada una base B del espacio vectorial V, si un vector veV se expresa como 
combinación lineal de los elementos de B en la forma: 


V=CM CN, +... 
Se dice que las coordenadas del vector v enla base B son C,,C,,...,C 


n 


se llama VECTOR COORDENADO de v en la base B 


De esta manera, se establece una correspondencia entre el espacio vectorial V y R” en 
términos de la base B. 


Para los propósitos de este módulo vamos a trabajar, en principio, con las llamadas 


bases naturales (o canónicas) de los espacios vectoriales correspondientes. Así por 
ejemplo en el espacio vectorial M, formado por las matrices de orden 2, la base natural es 


eo lo oli ole +) 
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Ejemplos: 


4 -2 
1. La matriz v = f 5 ) expresada como C.L. de los vectores de B es: 


p 1 


2. Si el espacio vectorial es P, formado por los polinomios de grado menor o igual a 
dos, la base canónica es B=4 x,x?] 


El polinomio p(x) = 3+7x-6x° de P, se expresa como 3.1+7.x-— 6. x? 
entonces su vector coordenado en la base B= 4,x,x? ] es [pl], = 


3. Consideremos ahora el espacio vectorial M,, pero con una base diferente 


A pels 


el vector coordenado de C en la base B [ C ],, se encuentra resolviendo el sistema de 
ecuaciones lineales que resulta de la correspondiente combinación lineal de C en términos 
de los elementos de la base B: 


2 0 0 -3 0 0 0 0 
C=a +b +c +d l 


La solución de este sistema es: a=2, b=1, c=-3, d =4,luego [C], = al 
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4. En P, tomar la base B = (2, 3t } y encontrar el vector coordenado de g(t)=7-21 en la 
base B 


Solución: 


Se expresa el polinomio q(t) como C.L. de los polinomios de B: 4(2)+b(3t)=7-2t y se 


7 -2 (7/2 
obtiene: a E , entonces: THEA 


Ahora estamos en condiciones de proporcionar un método para encontrar la matriz 
asociada a una transformación lineal: 


Sean V y W espacios vectoriales de dimensión n y m respectivamente. 
Sea L: V> W una transformación lineal. 
Sean B ={ v, V,„..., V, } base para V y P=(t,t,...,t_) base para W. 


Afirmamos que existe una matriz A de orden mxn tal que L(v)=A[ v ], 


A[ v ], se define como el producto entre la matriz A de orden mxn y la matriz [ v ],, 
de orden nx1. 


A[ v ], es una matriz de orden mx1, que corresponde a [ L( v )],, es decir la matriz de 
coordenadas de L( v) en la base P. 


Algoritmo: (para hallar la matriz asociada a una transformación lineal). 

= Encontrar la imagen por L de cada elemento de B: L( v,), L(v,), ..., L( v,). 

= Expresar cada una de estas imágenes como C.L. de los elementos de la base P. 

a Resolver el sistema de ecuaciones que resulta y formar los vectores coordenados 
siguientes: [L( v,)],, [L( v,)], ..., IL v lp- 

a Formar la matriz A tomando cada vector coordenado como columna de A . 


Ejemplos: 


1. L: R?— R? definida por T(x, y, z) = (x, y) con las bases naturales: 


04(0 


1 
1\/0 
B=3|0 || 1 |] 0 |p para R? y o (o) jar He, 
0J(0)J[1 
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Solución: 


1 0 0 
E ¡[O o [0 

L “lo L I E Ho 
0 0 1 


Con las bases naturales, se obtienen directamente las coordenadas en P. 


1 0 0 
De esta manera se forma la matriz: 4 = 
O: 1 0f 


Para ilustrar la forma como opera la matriz A , tomemos un vector cualquiera 
3 


3 
v=|4 | directamente L( v ) a, ahora veamos con la matriz A. 
5 


2. Encontrar la matriz asociada a la transformación lineal R? — R°? definida por 


x-2y 
uy) 2x+y | con respecto a las bases B = HE en R? y 
x+y 
1\/0 1 
P=4|1 || 1-1 en R3. 
OJ{1 1 


Solución: 


Se busca la imagen por L de cada uno de los elementos de B: 
3 =2 


la “da 
L|) y L| 
0 1 

3Y -2 


Ahora expresemos cada vector| 1 |y| 1 | como combinación lineal de los 
0 1 
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elementos de la base P: 


3 l 0 1 
l|=a|l |+b|1 |+c|-1 
0 0 1 1 


-2 1 0 1 
1 [=d|1 [+e|1|+f|-1 
1 0 1 1 


Las soluciones de los 2 sistemas de ecuaciones que se forman con las anteriores C.L. 


1 0 
corresponden respectivamente a los vectores coordenados de L le y L E en la base 
P. Con estos vectores se forma la matriz A: 


a d Y (7/3 -4/3 
A=lb el=|-2/3 5/3 
e FI (23 3 


A es la matriz que representa a la transformación lineal. Veamos como actúa sobre un 


4 
vector cualquiera, por ejemplo v-[;] 


Las coordenadas de v enla base B se obtienen al resolver: 


HA) ci 


efectuamos el producto A.[v ], para obtener [L (v )],: 


r 113 41D, -8/3 
A. ue -2/3 5/3 (5)- 37/3 
33 =i -10/3 


Este resultado es [L( v )], el vector de coordenadas de L(v )en la base P. 


P 
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8 
L( v ) = ->| 1 +21 -= |-1 |=| 13 | es el mismo resultado que se tiene al aplicar 


directamente la transformación L al vector v: 


4-2.5 =6 


4 
13) 2.4+5 |=| 13 
4+5 9 


3. Encontrar la matriz asociada a la transformación lineal L: R?— R? definida por 
L(x, y, z) = (x, y+z) respecto a las bases: B = { (1, 0, 0); (O, 1, 0); (0, O, 1)) y 
B= { (2, 1); 41, 1)} 


Solución: Encontremos primero la imagen por L de los elementos de B. 
L(1, O, 0) = (1, 0); L(O, 1, 0) = (0, 1); L(O, O, 1) = (O, 1). 


Expresemos cada uno de estos resultados como combinación lineal de los elementos de 
la base B’. 


a(2,1)+b(-1, 1)= (1, 0). 
c(2,1)+d (—1, 1) = (0, 1), 
e(2,1)+ f (—1, 1) = (0, 1), 


Se forman 3 sistemas de ecuaciones lineales cuyas matrices aumentadas se pueden 


, , 2 -11 0 0 
resumir en la matriz: E 
1 10 1 1 


Con las soluciones de los 3 sistemas de ecuaciones se forma la matriz A asociada a la 


1/3 1/3 1/3 
—1/3 2/3 2/3) 


Observemos como actúa A sobre un vector cualquiera, como v = (2, 3, 4). 


transformación lineal: A = 


Directamente: L(v ) = (2, 3+4) = (2, 7). 


Utilizando la matriz A: L(v)=A|3 |= 


w | = 
AA OS 
loa 
ji 

N ë e 
N Rh 
SAA 
bb uu N 
II 

EOS 
hh U 
A 
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este resultado es el vector coordenado de L(v) enla base B^: L[(v )],. 


3(2,1) + 41,1) = (2,7) =L( v). 


Nota: el resultado final es el mismo que se obtiene al hacer el proceso directamente. 
4. Hallar la representación matricial de la transformación lineal L: R2>R* definida por L 


x= Y 
K 
(5) =|2x+ y | respecto a las bases B, =1(2, 1), (1,2) de R? y 
y 


1 


a con la matriz asociada. 


B, = ((1, -1, 0), (0, 2, 0) ,(0, 2, 5)) de R*. Evaluar al 


Solución: Se busca la imagen por L de cada vector de B; 


Se expresa cada imagen como combinación lineal de los vectores de B, : 


1 1 0 0 | 1 0 0 
5 |=4| =1 |+b|2 [+e 2 || y | 4 [<a] =1 [+b] 2 |+c|2 
1 0 0 5 2 0 0 5 


Se calculan los vectores coordenados de w, y w, resolviendo los sistemas de ecuaciones 
que se forman. 


1 0 01 -1 
La matriz aumentada para los 2 sistemas de ecuaciones es: |-1 2 25 4 
0 0 51 2 
1 0 oji -1 l -1 
y su forma reducida es| 0 1 02 1 |,entonces [w,],=|2 | y [w] =| 1 
0 0 10 0 0 0 


l 
La representación matricial de Les A, ,=|2 1 | , porque: 
0 
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1 
1 1 1 
Al evaluar ES directamente tenemos: rfa) 2 1 l )- 
0 


5. Encontrar la representación matricial para la transformación lineal L: R? — R? 


xX 
definida por L| y -( 


VA 


x—-y+z 


, respecto a las bases canónicas. 
—2x+2y-2z 


{(1, 0, 0) ; (O, 1, 0) ; (0, 0, 1) de R? y {(1, O) ; (0, 1)} de R? 


Solución: 
Se calculan las imágenes de cada vector de la base de R3: 


Se expresa cada una de las imágenes en términos de la base de %R*: 


EE Era): EJ) 


Se obtienen los vectores coordenados de cada vector de R?: 


Se forma la matriz de la transformación con los vectores coordenados: 


1 -—1 1 
Ass = -2 2 -2 


Comprobación: 


1 -1 1 E x—-y+z 
Er ls a -317 |7 [2x722 
Z 
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Ejercicios propuestos: 
2 
1 0 
1. Si L es una transformación lineal tal que: L o 3 JyL f J- 5 
=i 3 
-4 
Encuentre: h; ] 


2. Halle la matriz asociada a cada una de las siguientes transformaciones lineales respecto 
a las base P y Q dadas: 


1 1 1 
7 > 2x+y+z 1 2 
a) L: R?— R? definida por: L| y |= e MAA ON Q= , 
Y=232 =1 13 
Z 1 0J|1 
ba 1 -31 (2 PET 
+ 
b) L: R35 R? definida por: L| y e á |P- 11,0 |,|4 a= Ml ] 
3x=z 1 J 
Z 2141 3 
2x 1 2 3 
X 14 (3 
c) L: R2>R* definida por: LG} x LQ=3 0132 [11 ell, 18) 
x+ y OJ (5 -2 


d) L: R? — R? definida por T(x, y, z) = (x+2y, y-z, x+y) ; P = {(2, 3, 5); (0, O, 1); (1, 1, 2)} 
Q = {(1, 0, 0); (0, 1, 0); (0, 0, 1)} 


3. Sea B = {(2, -1); (5, 3)) una base de R? y B'= {(1, 0, 1); (0, 1, 2); (3, 1, 0)) una 


2 3 
base de R3. Si A=|1 0| esla matriz asociada a la transformación L: R? — R? 
1.4 


respecto a las bases B y B” halle: 


a) L[(2, -1)] b) LI(S, 3)] c)[ vw], si v= (-4, -9) 
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6.2. VALORES Y VECTORES PROPIOS 


En el planteamiento de muchos problemas de las ciencias aplicadas como la física 
mecánica, la biología o la economía, la solución del problema demanda la identificación 
de vectores v que cumplan la condición de ser paralelos a un vector Av, donde A es una 
matriz cuadrada asociada a una transformación lineal. Tal es el caso del cambio de sistema 
de coordenadas propuesto por Euler, para describir el estudio del movimiento planetario 
con ecuaciones más sencillas. 


Los vectores propios de una matriz A son aquellos que multiplicados por la matriz, producen 


un múltiplo escalar del vector. Los escalares que satisfacen la condición enunciada para 
cada vector, son los llamados valores propios de la matriz A. 


6.2.1. Valores y vectores propios de una matriz 


Definición: Dada una matriz A cuadrada de orden n, un valor de A para el cual la 
ecuación matricial Av = Av tiene solución, con v + 0, se llama VALOR PROPIO o VALOR 
CARACTERÍSTICO de A. 


Las correspondientes soluciones de la ecuación para cada valor de A se llama VECTOR 
PROPIO o VECTOR CARACTERÍSTICO de A. 


Para un mismo valor propio de la matriz A existen diferentes vectores propios, pero todos 
ellos son paralelos entre sí. 


NOTA: Los valores y vectores propios también se conocen como eigenvalores y 
eigenvectores respectivamente. 


A la ecuación Av = àv se le llama problema de valor característico y para hallar sus 
soluciones, si v % 0, la ecuación se expresa de la forma (Al - A)v=0. 


La ecuación det(Al — A) = O se llama ecuación característica de A, det(Al —- A) es un 
polinomio de variable à y se llama polinomio característico de A. 
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La ecuación (Al- A) v=0 representa un sistema lineal homogéneo (S.L.H.), para el cual 
(Al — A) es la matriz de coeficientes y v es el vector que se forma con las variables (ver 
sección 2.1.2). 


El sistema tiene infinitas soluciones (v + 0) si el determinante de la matriz de coeficientes 
es cero, es decir si det(Al — A) = 0. 


El conjunto de vectores solución para cada valor de à se llama espacio característico de 
A respecto al valor propio à y se denota £, 


Teorema: Si A es matriz cuadrada de orden n, A es valor propio de A si y solo si à es 


solución real de la ecuación característica de A, det(Al — A) = 0. 


Ejemplos: 

4 2 
1. Hallar los valores y vectores propios de la matriz A = i l 
Solución: 


Primero se escribe el polinomio característico de la matriz det(Al — A): 


mico O 4 2 had -2 
USAS 6 1f l1 5) | -1 -5 
-4 -2 


hE , = (A -4X1-5)-2= -9A +18 es el polinomio característico. 


? 
> M-9L+18=0 es la ecuación característica. 


Por tanto los valores propios de A son: 2=3 y 1=6. 


Los respectivos vectores propios se obtienen reemplazando en la ecuación 
Av = v_y resolviendo los correspondientes sistemas de ecuaciones: 
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4 2 X xX Xx 
- Para à = 3 se tiene: =3 donde v= que se expresa como: 
1 5j(y y y 


y 


o A 


Entonces para 1 = 3 el conjunto de vectores propios de A son todos los múltiplos escalares 


0 =9 
del vector u al 1 ] es decir E, -( i ] 
4 2\/x xX X 
- Para à = 6 se tiene: =6 , donde V= i 
1 5j(|y y y 


2 =2 0 
Entonces: (6l-A)v=0 > l G) = o es un S.L.H. con infinitas soluciones de la 


=] 3 0 
(3I-A)v=0 > l E a d es un S.L.H. con infinitas soluciones de la forma: 


=1 1 


amazona > lol) 


Entonces para A=6 el conjunto de vectores propios de A son todos los múltiplos escalares 


1 1 
del vector u = f es decir E, -(.) 
1 0.0 


2. Hallar los valores y vectores propios de la matriz A=| 3 10 15 


-23 -ő -9 
Solución: 


Escribimos la ecuación característica de A: 


A-1 0 0 
det(Al-A)=0 => |-3 2-10 -15|=0. 
2 6 A+9 


Entonces A/(A -19 =0 es la ecuación característica de A y los valores propios son 


A=0 y A= L 
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-1 0 0 xX 0 
Para à= 0 se tiene: (0Ol-A)v=0 => |-3 -10 -15|[y|=|0| 
2 6 9 Z 0 
1 0 0Yf(x 0 x 
x=0 
> A A E 
+ — 
o o oJlz| (0 pere z| |_2 
3 
0 
Por tanto, E, =3| 3 |, es el espacio característico de A para à= 0. 
-2 


0 0 0 x 0 
Para à= 1 se tiene: (11-A)v=0> |-3 -9 -15|ly|=|0 
2 6 10 A 0 


1 3 5\fx 0 X =3y—57 
> |o 0 0||9|=|0| > x+3y+5z=0 => y=|y|= y 
o o 0Jz) [0 z z 
-3 \/-5 
Por tanto: E, =3| 1 || 0 |? es el espacio característico de A para à= 1. 
0 


Ejercicios propuestos: 


1. Encuentre los valores propios y sus correspondientes vectores y espacios característicos 
para cada una de las siguientes matrices: 


j 5 5 o 1 0 
3 10 0 1 -1 -2 

a) 3 8 5 b) -1 2 1 . c) 00 2 3 
4 -1 -1 0.0 i 


cosð —sen0 


2. Pruebe que la matriz no tiene valores propios para 0<0 <7 
senð® cos 


3. Pruebe que si à es un valor característico de una matriz invertible A, entonces 1* es un 
valor característico de A“ 
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6.2.2. Semejanza y diagonalización 
Recordemos que toda transformación lineal se puede representar por medio de una matriz, 


por lo tanto dos matrices semejantes son representaciones matriciales diferentes de la 
misma transformación lineal. 


Definición: Dos matrices cuadradas A y B del mismo orden se llaman SEMEJANTES o 


SIMILARES si existe una matriz invertible C tal que A = CBC. 


Considerando las matrices A y B como representaciones matriciales de la misma 
transformación lineal en diferentes bases, la matriz C de la definición no es otra cosa 
diferente a la matriz de transición entre las dos bases. 


Por otra parte si A es semejante a B entonces B también es semejante a A dado que 
si A=C"BC => CA=BC y B se puede expresar como B = (CJAC. 


Demostración: 


Si A y B son semejantes entonces existe una matriz C invertible tal que: 


A=C"BC > det(Al =A) = det(Al - C1BC). 


o Ñ 


NOTA: Dos matrices semejantes tienen los mismos valores propios por tener la misma 
ecuación característica, pero no necesariamente tienen los mismos vectores propios. 
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Ejemplos: 


a 2 0 
1. Verificar que las matrices A = l T 


0 3 
5 =l 
Cala g] 


Solución: 


-2 1 
) y B= l Jeon semejantes utilizando la matriz 


Utilizando la definición de matrices semejantes con la matriz C dada se debe cumplir: 
E 5 Df o0s -1\) (1 110 -2y (-2 1 

“AŒ -4 dl lo all-a rJ Sao a Alles 7 
lo cual prueba que las matrices son semejantes. 


Otra forma de verificar que las matrices son semejantes es aplicar el teorema anterior, en 
tal caso se debe verificar que las dos matrices tienen la misma ecuación característica: 


A-2 0 
Ecuación característica de A: det(Al — A) = 0 X , =(-2-3)=0 
Entonces: la ecuación para A es M-51+6=0 
l l A+2 -1 
Ecuación característica de B: det(Al -B)=0 => 20 AN (122 XA —7)+20=0 


Entonces: la ecuación para Bes MW -5A +6=0, la misma de la matriz A. 


Definición: Una matriz cuadrada A de orden n es DIAGONALIZABLE si es semejante a 


una matriz diagonal. 


Por definición, A es diagonalizable si existe una matriz invertible C tal que 
CAC = D matriz diagonal, en tal caso se dice que C diagonaliza a A. 


NOTA: Si una matriz A es diagonalizable, puede ser semejante a diferentes matrices 


diagonales, dado que el conjunto de vectores propios linealmente independientes, para 
cada valor propio, no son únicos. 
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Teorema: Una matriz A cuadrada de orden n es diagonalizable si y solo si tiene n vectores 


propios linealmente independientes. 


Según el teorema, para diagonalizar una matriz se debe verificar primero que existan 
n vectores propios linealmente independientes, en caso contrario la matriz no es 
diagonalizable. 


Si una matriz A de orden n tiene n vectores propios v,, v,, .. . V, linealmente independientes, 
la matriz C que la diagonaliza se obtiene tomando como columnas cada uno de los vectores 
v, , y como los vectores son L.I. la matriz C es invertible. 


Ejemplo: 

sá -1 -4 -1 

Decidir si la matriz A=| 0 3 1 [es diagonalizable. Si lo es diagonalizarla. 
0 -2 0 

Solución: 


Primero se obtienen los vectores propios para saber si se cumple la condición del 
teorema 


A+1 4 1 
Ecuación característica: 0 A-3 -1=0> A+IA-2M-1)=0. 
0 2 A 


Entonces los valores propios de A son A=-1, 1=2, A=-1. 


Ahora veamos los vectores propios: 


0 4 1 xX 0 xX 1 
Para à= -1 se tiene |0 -4 -1I||y|=|0| >v=ļ|yļ|=ļ|0 
0 2 -illz zj lo 
3 4 1 x x 1 
Para 2=2se tiene |0 -1 -—1||y|=|0| => v= =|-1 
0 2 Zlz Z 1 
2 4 1 x 0 x 1 
Para à= 1setiene |0 -2 -l||yļ|=ļo0]| => v=|»|=|-1 
0 2 1 zZ 0 z 2 
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Como los tres vectores propios de A son linealmente independientes, la matriz es 


1 1 1 
diagonalizable y la matriz C que diagonaliza a Aes C=|0 -1 —1| y su inversa es 
0 1 2 


La matriz se daigonaliza efectuando el producto CAC y el resultado debe ser una matriz 
diagonal: 


1 1i 071 =4 == 1. 1 =] 
0 -2 -illo 3 1 0 -1 -1|= 
0 1 1 0 -2 llo 1 2 


Ejercicios propuestos: 


1. Decida si cada una de las siguientes matrices es diagonalizable: 


1 1 0 LT 1 

3 =2 9 —40 E 
Vi ole De 10[. ol, _9]- 9) -1 -1| 

0 0 1 0 4 3 


2. Encuentre la matriz que diagonaliza cada una de las siguientes matrices 


a r 1 0 2 3/2 1/2 -1/2 
al o) b)|-2 3 2 |. e) -1 3 1 
-2 -3 -—6 -3/2 3/2 5/2 


3. Diagonalizar cada una de las siguientes matrices 


E -1 -4 -l1 3/2. W2- =1/2 
a) E 3) b)p0 3 1j}. c)| -1 3 1 
0 -2 0 —3/2 3/2 5/2 


4. Probar que si dos matrices A y B son semejantes entonces det(A) = det(B). 


a b 
5. Determine condiciones para que la matriz : a) sea diagonalizable. 
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RESUMEN 


Una transformación lineal (T.L.) es una función L: V > W que asigna a cada vector v eV 
, Un único vector w eW (denotado L (v) ) tal que: 

-L(u+v) = Lu)+L(v) vu, v e V. 

-LAG.u)=1.L(u) VueV y VAER. 


L conserva la estructura algebraica de los dos conjuntos V y W, es decir: 
-L(0,)=0, la imagen del módulo de V es el módulo de W. 
-L(-u)=-L(u) el opuesto de ueV es el opuesto de L( u ) eW. 


Si V y W son espacios vectoriales de dimensión n y m respectivamente, toda transformación 
lineal L: V > W se puede definir por medio de una matriz A de orden mxn. 


El núcleo de L: V > W es el conjunto de vectores en V que tienen como imagen al vector 
nulo de W : Ker (L) =[veV/L(v)=0,,) ; Ker (L)c V. La nulidad de L es la dimensión del 
núcleo y se denota nul (L). 

La imagen de L: V =W es el conjunto de vectores en W que son imagen de algún vector 
de V: Im (L ) = [ weW / L( v ) = w para algún veV } ; Im (L)c W. El rango de L es la 
dimensión de la imagen y se denota rang (L). 


Si L: V>W es una transformación lineal donde V es espacio vectorial de dimensión n, 
entonces: nul (L) + rang (L) = n. 


Si B es una base ordenada del espacio vectorial V y veV, en la C.L 
V=C,V,+CNM,+...+C VW, las constantes C,,C,,...,C, son las coordenadas de v 
en la base B. 


El vector coordenado de v respecto a B se forma con las coordenadas de v 


Se denota: | v ], = 


La matriz asociada T a la transformación lineal L: VW respecto a 2 bases ordenadas 
B=(W,V,... V,)deVyB"=(t,t,...,t,_j de W, es la matriz cuyas columnas son : 


[L( v) [Lv], ..., [LC v,)],., los vectores coordenados respecto a B” de la imagen por 
L de cada vector de B,. Se denota [ T ],,.. 
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El proceso consiste en: 


- Encontrar la imagen por L de cada elemento de B: L( v,), L(v,),...,L(v,) 

- Expresar cada una de estas imágenes como C. L. de los elementos de la base B' 
para hallar el vector coordenado [L( v)], de cada L( v). 

- Escribir la matriz asociada: [ T Jaa = ( [L(w,)],. [LC v,)],.. . - [LC v,)),. ). 


Un vector característico de una matriz cuadrada A, es un vector v que satisface la ecuación 
Av = Av, es decir, es un múltiplo escalar de Av. Un vector característico también recibe el 
nombre de vector propio o eigenvector. 


Un valor característico de una matriz A es un escalar à para el cual Av = Av. Un valor 
característico también recibe el nombre de valor propio o eigenvalor. 


SiA,,A,,.. .,A, son valores propios de una matriz A,, los correspondientes vectores propios 
Vo Va»... V, para cada uno de ellos, son linealmente independientes (m<.n). 


Dos matrices A y B son semejantes si y solo si, existe una matriz C invertible, tal que 
B = CAC. 


Si Ay B son matrices asociadas a la misma transformación lineal respecto a diferentes bases, 
la matriz C que satisface la definición de semejanza entre las matrices es precisamente la 
matriz de transición o de cambio entre las dos bases. 


Dos matrices semejantes tienen las mismas ecuaciones características y los mismos valores 
propios, pero no necesariamente los mismos vectores propios. 


Una matriz A de orden n es diagonalizable si existe una matriz invertible C tal que CAC 
es una matriz diagonal. 


Una matriz A de orden n es diagonalizable si tiene n valores propios diferentes. 

Una matriz A de orden n es diagonalizable si tiene n vectores propios linealmente 
independientes. 

Para diagonalizar una matriz A de orden n se realiza el siguiente proceso: 

- Hallar los valores propios de la matriz A. 

- SIA no tiene n vectores propios L. |. la matriz no es diagonalizable. 

- Si A tiene n vectores propios L. |. se forma la matriz C que diagonaliza a A cuyas 


columnas son los vectores propios. 
- Se efectúa el producto CAC. 
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GLOSARIO 


Transformación lineal (T.L.) es una función entre espacios vectoriales que conserva la 
estructura. 


Núcleo de una T. L. es el conjunto de vectores que tienen como imagen al vector nulo. 
Nulidad de una T. L. es la dimensión del núcleo. 


Imagen de una T. L. es el conjunto de vectores que son imagen de otro vector. 
Rango de la T. L. es la dimensión de la imagen. 


Vector coordenado de v respecto a B es el que se forma con las coordenadas de v en la 
base B. 


Matriz asociada a una T. L. respecto a 2 bases ordenadas B, y B, es la matriz cuyas 
columnas son, los vectores coordenados respecto a B, de la imagen por la T. L. de cada 
vector de B.. 


Vector característico de una matriz A es un vector v paralelo al vector Av. 


Valor característico de una matriz A es el escalar para el cual el vector característico v 
cumple la condición de ser paralelo a Av. 


Matrices semejantes son las que definen la misma transformación lineal respecto a bases 
diferentes. 


Matriz diagonalizable es una matriz semejante a una matriz diagonal. 
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AUTOEVALUACIÓN 

Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa: 

1. T: R?— R? definida por T(x, y, z) = (x, y+z) es una transformación lineal. 
2. T: R?— R? definida por T(x, y) = (x, 2y) no es una transformación lineal. 
3. Si Les una transformación lineal entonces L( u.v)=L(u).L(v). 
4.SiA,.,, L(U)=Au es una transformación lineal de Rt en R5. 

5. Si L es una transformación lineal de V en W, la imagen de L es W. 

En cada caso seleccione la respuesta correcta: 

6. L: R?— R? definida como L(x, y) = (x, y, 1) geométricamente es: 

(a) cualquier plano paralelo al plano XY. 

(b) una recta paralela al eje X que corta al eje Z en 1. 


(c) una recta paralela al eje Y que corta al eje Z en 1. 
(d) un plano con ecuación z= 1. 


1 -4 
1 0 
7. Si L una transformación lineal para la cual al ) 2 jy al J- 0 | entonces: 


0 
2 
L| 4 jes igual a: 


-4 -14 


-3 
of > (b)| 8 (c)| 4|  (d) con esa información no se puede calcular. 
22 24 


8. Si L: P, >P, es una transformación lineal definida por L( p(x) ) = x.p(x) la matriz 
asociadaa L respecto a las bases canónicas de P, y P, es: 


0 0 1 0 

o 1 0 1 0 
@|1 0 ofi o] of a ] (8) 0 1 
0 1 0 0 


9. Si L: R35> Resta definida por L (x, y, z) = (x+2y-z, y+z, x+y-2z), el rango y la 
nulidad de L respectivamente son: 
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(a) 1 y2 (b) 2 y 1 (c)3y0 (d) 0 y 1 


T 
10. Las coordenadas del punto (3, 2) cuando se rota un ángulo de a rad en sentido 
antihorario son: 


A E EA A a 
(a) PR (b) RR (c) RR (d) 2 
RETROALIMENTACIÓN 


Respuestas a los ejercicios propuestos. 


Sección 6.1.1. (página 310): 1. L: R?— R? tal que L(x, y) = (x, mx+b) donde y = mx+b es la 
recta sobre la cual se hace la proyección. 


2. L(x, y, z) = (x, z) es la transformación lineal que proyecta el espacio KR? sobre el plano XZ 
; L(x, y, z) = (y, z) proyecta a R? sobre el plano YZ. 


3. a) No es lineal porque || u +v||#| u| +| v] b) Sies lineal porque T( u+v ) = T(u)+T(v) 
c) No es lineal: si A y B son matrices de orden 2, T(A+B) # T(A) + T(B) 

d) No es lineal porque T( p(x)+aq(x) )=T(p(x))+ T(q(*)) e) Si es lineal porque: (A,+A,).B = 
(A,B+A,B y (kA).B = k(A.B) 4. (-10, -7, 6) 


Sección 6.1.2. (página 315): 1. a) si b)no c)si d)si 2.a){o} b)[p(0)]) c){0,} 


3.a)V b) R? 4. a) rango 2 y nulidad 1 b) rango 3 y nulidad O c) rango 2 y nulidad 1 
d) rango 4 y nulidad O 5. a) base: [(1, -1, 1)) y rango 1 b){(1, 0);(0, 1)) y nulidad 2 


3 3 7/5 16/5 -1 27 -3 
Sección 6.1.3. (página 324): 1. 2.a) b) 


i 0 4/5 2/5 1376 
76 118 8 0 3 

o) -7 =11|a|-2 -1 -1 
20: 30 5 0 2 


Solución Autoevaluación Unidad 6: (página 336) 


1. La afirmación es verdadera. Si T(x, y, z) = (x, y+z) entonces: 


Xp Y+) + FE) 


Thx +x, Py Fo) 24420) = (x4 +x (y, +9) +H(Z, +20) 
= Ti Yp Z) + Tio Ya Zo) 
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T(k(x, y, z)) = (kx, k(p+2)) = (kx, ky+kz) = kT(x, y, z) 
2. La afirmación es verdadera. Si T(x, y) = (x?, 2y) entonces: 


Thx +x, yy +y) = ((0,+x,J% 2(y,+y,)) , pero: 
Tx, Yp 2,) + Try Y gs 22) = (x, 2y) + (1,7, 2y,) 
= (1, 4x2, 2y,+2y,) 
A(x +x)’, 2(9,+y,)) = Tx, +x, y, +y0) 


3. La afirmación es falsa. Esta condición no es necesaria para que una transformación sea 
lineal. Si la transformación se define multiplicando por una matriz fija, ni siquiera es posible 
efectuar el producto L(u).L(v). 
4. La afirmación es verdadera. Si L es una transformación lineal de Rt en R5. 
X 
xX z 
L( u )=Au = v, donde ueRt y ve*, entonces: A, , =B, „ER. Además: 
X 
X4 


L(u+v)=A(u+v)=Au+Av=L(u)+L(v) y L(ku)=A(ku)=kL(u) 


5. La afirmación es falsa. Si L: V>W la imagen de L está contenida en W, pero no 
necesariamente todos los elementos de W son imagen de algún elemento de V. 


6. La respuesta correcta es d). Por definición, la transformación a todo punto (x, y) del plano, 
le asigna el punto (x, y, 1) que es un punto del espacio levantado una unidad respecto a (x, 
y). El conjunto de todos esos puntos forman entonces un plano paralelo al plano XY a una 
altura de una unidad, cuya ecuación es z= 1. 


7. La respuesta correcta es c). Sabemos que si L: V>W es una transformación lineal y 


(u,u,...,u jes la base canónica de V, entonces L queda definida en forma única 
1 
por la matriz cuyas columnas son: L( u,); L( u,);..., L(u,). En este caso de rfo) 2 
3 
i -4 1 -4 
y L | ) 0 | concluimos que la matriz asociada a la transformación Les: |2 0 
5 3 3 
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8. La respuesta correcta es a). La base canónica de P, es [ 1, x } y en forma vectorial ((1, 
0); (0, 1)), entonces L(1) =x y L(x) = x?. La base canónica de P, es [ 1, x, x?] y en 


0 0 
forma vectorial {(1, O, 0); (0, 1, 0); (O, O, 1)), entonces L(1) =x =|1 |y L(x) = x? =]|0 |. Por 
0 il 


0 0 
tanto, la matriz asociada a L respecto a la dos bases canónicas es:|1 0 
0 1 


9. La respuesta correcta es b). Calculamos el núcleo de la transformación que por definición 
es L(x, y, z) = (0, O, 0); como L(x, y, z) = (x+2y-z, Y+z, x+y-2z) se forma el sistema de 


x+2y-z=0 xX 3 
ecuaciones y+z=0 cuya solución general es: | y |=r| -1 | 
x+y-2z=0 Z 1 


De lo anterior se concluye que el núcleo está generado por un solo vector y por tanto su 
dimensión es 1, en consecuencia la nulidad de L es 1 y por teorema (pag. 272) el rango 
es 2. 


T 
10. La respuesta correcta es c). Para el ángulo de mn rad = 45% la matriz de rotación en 


sentido antihorario es 
están dadas por: 


cosas? —sen45? Y [3 cos45%  sen45” 1 (3 
sendas? cosas" 2| |-sen45% cos45* [2] 
T ; ; ; 
Por tanto, al rotar el punto (3, 2) un ángulo de 4 rad en sentido antihorario las nuevas 


Ss —1 
coordenadas son: ead 


cos45° —sen45’ 
sen45%  cos45° 


-1 
] entonces las coordenadas del punto  rotado 


Bfn 
¿E 
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